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The´ories homotopiques de Quillen combinatoires
et de´rivateurs de Grothendieck
Olivier Renaudin
Re´sume´
On construit une pseudo-localisation de la 2-cate´gorie des cate´gories mode`les de Quillen
combinatoires relativement aux e´quivalences de Quillen, puis on ve´rifie que celle-ci se plonge
dans une 2-cate´gorie de de´rivateurs de Grothendieck.
L’objectif de ce papier est de comparer la 2-cate´gorie des the´ories homotopiques de Quillen com-
binatoires avec une 2-cate´gorie de de´rivateurs de Grothendieck. La 2-cate´gorie THQc des the´ories
homotopiques de Quillen combinatoires est la pseudo-localisation de la 2-cate´gorie ModQc des
cate´gories mode`les de Quillen combinatoires relativement aux e´quivalences de Quillen. Dans un
premier temps, on utilise des re´sultats de D. Dugger pour produire une construction de la 2-
cate´gorie THQc. Dans un second temps, on utilise des re´sultats de D.-C. Cisinski pour obtenir une
e´quivalence locale THQc → Derad ou` Derad de´signe la 2-cate´gorie des de´rivateurs a` droite et a`
gauche avec les adjonctions pour 1-morphismes.
La premie`re section est consacre´e a` quelques rappels concernant le cadre 2-cate´gorique du
papier et a` la notion de pseudo-localisation d’une 2-cate´gorie C relativement a` une classe W de
ces 1-morphismes : il s’agit essentiellement d’un pseudo-foncteur Γ : C −→ C[W−1] “2-universel”
parmi ceux envoyant W dans les e´quivalences.
Le but de la deuxie`me section est de construire une pseudo-localisation de la 2-cate´gorieModQc
des mode`les de Quillen combinatoires relativement aux e´quivalences de Quillen.
On introduit d’abord des objets cylindre et chemin dans la 2-cate´gorie ModQ des mode`les de
Quillen, qui me`nent naturellement aux homotopies de Quillen, i.e. aux transformations naturelles
de ModQ qui sont des e´quivalences faibles sur les cofibrants. L’inte´reˆt principal de ces mode`les
cylindres pour la suite est qu’ils assurent qu’un pseudo-foncteur de source ModQ qui envoie les
e´quivalences de Quillen dans les e´quivalences, envoie e´galement les homotopies de Quillen dans les
isomorphismes.
On se place ensuite dans la 2-cate´gorie ModQc des mode`les de Quillen combinatoires. On rap-
pelle la notion de mode`le pre´sentable et le the´ore`me de “re´solution” de D. Dugger [D2], selon lequel
tout mode`le combinatoire est but d’une e´quivalence de Quillen de source un mode`le pre´sentable.
Suivant toujours des observations de D. Dugger [D1], on e´nonce un re´sultat d’invariance homoto-
pique qui refle`te le caracte`re “cofibrant” des mode`les pre´sentables.
On utilise alors ces proprie´te´s pour construire une 2-cate´gorie THQc et un pseudo-foncteur
Γ : ModQc → THQc, puis on ve´rifie que celui-ci posse`de la proprie´te´ universelle caracte´risant une
pseudo-localisation de ModQc relativement aux e´quivalences de Quillen. La 2-cate´gorie THQc a
pour objets les mode`les de Quillen combinatoires et pour cate´gories de morphismes les localisations
relativement aux homotopies de Quillen des cate´gories de morphismes entre mode`les pre´sentables de
ModQc. On conclue cette partie par quelques observations, concernant notamment les troncations
de la pseudo-localisation Γ : ModQc → THQc.
Enfin on termine la deuxie`me section en indiquant comment les conside´rations qui pre´ce`dent
s’appliquent e´galement, d’une part aux mode`les pointe´s et aux mode`les stables, et d’autre part
aux mode`les simpliciaux et aux mode`les spectraux, en utilisant a` nouveau des observations de D.
Dugger.
0MSC2000 : 18G55, 55U35. Mots cle´s : mode`les de Quillen, de´rivateurs de Grothendieck.
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La troisie`me section de´bute par le rappel de de´finitions concernant les de´rivateurs. On rappelle
ensuite sommairement la construction, duˆ a` D.-C. Cisinski [C1], d’un pseudo-foncteur de la 2-
cate´gorie des mode`les de Quillen dans celle des de´rivateurs, dont on de´duit un pseudo-foncteur
THQc → Derad. En utilisant un the´ore`me de repre´sentation e´galement de D.-C. Cisinski [C2],
on ve´rifie que ce dernier pseudo-foncteur est une e´quivalence locale. Pour clore cette section, on
e´bauche l’e´tude de l’image essentielle de ce meˆme pseudo-foncteur en introduisant les de´rivateurs
de petite pre´sentation.
Enfin, un appendice recueille divers diagrammes dont la ve´rification de la commutativite´ est
requise dans certaines de´monstrations de la partie principale du texte.
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1 Pre´liminaires 2-cate´goriques
On note Cat la 2-cate´gorie des petites cate´gories, et CAT la 2-cate´gorie de toutes les cate´gories.
1.1 Rappels
On rappelle dans cette section quelques de´finitions concernant les 2-cate´gories, pseudo-foncteurs,
transformations pseudo-naturelles. . .(cf. e.g. [L1, L2]), qui constituent le cadre dans lequel s’ins-
crivent les sections suivantes.
Une 2-cate´gorie est une CAT-cate´gorie, i.e. une cate´gorie enrichie sur la cate´gorie des cate´gories.
On note e la 2-cate´gorie ponctuelle.
De´finition 1.1.1 Soient C et D deux 2-cate´gories. Un pseudo-foncteur Φ : C→ D est la donne´e :
– d’une fonction Φ : Ob(C)→ Ob(D),
– pour tout c, c′ ∈ Ob(C), d’un foncteur Φc,c′ : C(c, c′) −→ D(Φ(c),Φ(c′)),
– pour tout c, c′, c′′ ∈ Ob(C), des isomorphismes naturels
C(c, c′)× C(c′, c′′)
◦ //
Φc,c′×Φc′,c′′

C(c, c′′)
Φc,c′′

e
Idc // C(c, c)
Φc,c′

D(Φ(c),Φ(c′))×D(Φ(c′),Φ(c′′))
◦
//
mΦ
cc′c′′
08iiiiiiiiiiiiiiiiii
iiiiiiiiiiiiiiiiii
D(Φ(c),Φ(c′′)) e
IdΦ(c)
//
uΦc
5=ttttttttttt
ttttttttttt
D(Φ(c),Φ(c))
soit, pour tout c ∈ Ob(C), d’un 2-isomorphisme uΦc : IdΦ(c)
∼
−→ Φ(Idc), et pour toute paire
f, g de 1-morphismes composables de C, d’un 2-isomorphismemΦg,f : Φ(g)◦Φ(f)
∼
−→ Φ(g ◦f)
naturel en f et en g,
telle que les diagrammes suivants commutent :
- Axiome d’associativite´ :
Φ(h) ◦ Φ(g) ◦ Φ(f)
mΦh,g◦Φ(f)

Φ(h)◦mΦg,f // Φ(h) ◦ Φ(g ◦ f)
mΦh,g◦f

Φ(h ◦ g) ◦ Φ(f)
mΦh◦g,f
// Φ(h ◦ g ◦ f)
- Axiomes d’unite´ :
IdΦ(c) ◦ Φ(f)
uΦc ◦Φ(f) // Φ(Idc) ◦ Φ(f)
mΦIdc,f

Φ(f) ◦ IdΦ(c)
Φ(f)◦uΦc // Φ(f) ◦ Φ(Idc)
mΦf,Idc

Φ(f) Φ(Idc ◦ f) Φ(f) Φ(f ◦ Idc)
Un 2-foncteur est un pseudo-foncteur dont les isomorphismes structuraux u et m sont des mor-
phismes identite´s.
De´finition 1.1.2 Soient deux 2-cate´gories C et D et deux pseudo-foncteurs Φ,Ψ : C → D. Une
transformation pseudo-naturelle α : Φ⇒ Ψ est la donne´e :
– pour tout c ∈ Ob(C), d’un 1-morphisme αc : Φ(c)→ Ψ(c),
– pour tout c, c′ ∈ Ob(C), d’un isomorphisme naturel
C(c, c′)
Φc,c′

Ψc,c′ // D(Ψ(c),Ψ(c′))
(αc)
∗

D(Φ(c),Φ(c′))
(αc′)∗
//
λ
α
cc′
2:mmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmm
D(Φ(c),Ψ(c′))
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soit, pour tout 1-morphisme f : c→ c′ de C, d’un 2-isomorphisme λ
α
f : αc′◦Φ(f)
∼
−→ Ψ(f)◦αc
naturel en f ,
telle que les diagrammes suivants commutent :
Axiome de composition : Axiome d’unite´ :
αc′′ ◦ Φ(g) ◦ Φ(f)
Id∗mΦg,f

λ
α
g ∗Id // Ψ(g) ◦ αc′ ◦ Φ(f)
Id∗λ
α
f // Ψ(g) ◦Ψ(f) ◦ αc
mΨg,f∗Id

αc ◦ IdΦ(c)
Id∗uΦc

IdΨ(c) ◦ αc
uΨc ∗Id

αc′′ ◦Φ(g ◦ f)
λ
α
g◦f
// Ψ(g ◦ f) ◦ αc αc ◦ Φ(Idc)
λ
α
Id
// Ψ(Idc) ◦ αc
Une transformation naturelle est une transformation pseudo-naturelle dont les isomorphismes
structuraux λ sont des morphismes identite´s.
De´finition 1.1.3 Soient deux 2-cate´gories C et D, deux pseudo-foncteurs Φ,Ψ : C → D et deux
transformations pseudo-naturelles α, β : Φ ⇒ Ψ. Une modification θ : α ⇛ β est la donne´e, pour
tout c ∈ Ob(C), d’un 2-morphisme θc : αc → βc tels que, pour tout 1-morphisme f : c→ c′ ∈ C, le
diagramme suivant commute :
αc′ ◦ Φ(f)
θc′∗Id

λ
α
f // Ψ(f) ◦ αc
Id∗θc

βc′ ◦ Φ(f)
λ
β
f
// Ψ(f) ◦ βc
Avec des compositions e´videntes, on obtient une 3-cate´gorie 2-CATps dont les objets sont les
2-cate´gories, dont les 1-morphismes sont les pseudo-foncteurs, dont les 2-morphismes sont les trans-
formations pseudo-naturelles, et dont les 3-morphismes sont les modifications.
De´finition 1.1.4 Un pseudo-foncteur Φ : C→ D est une e´quilvalence locale (resp. un plongement)
si, pour tout c, c′ ∈ Ob(C), le foncteur Φc,c′ : C(c, c′) −→ D(Φ(c),Φ(c′)) est une e´quivalence de
cate´gorie (resp. un isomorphisme).
Un pseudo-foncteur Φ : C → D est 2-essentiellement surjectif (resp. essentiellement surjectif )
si, pour tout d ∈ Ob(D), il existe c ∈ Ob(C) et une e´quivalence (resp. un isomorphisme) Φ(c)→ d.
Un pseudo-foncteur Φ : C → D est une bie´quivalence (resp. une e´quivalence) s’il existe un
pseudo-foncteur Ψ : C → D et des e´quivalences (resp. des isomorphismes) Φ ◦Ψ −→ Id et Id −→
Ψ ◦ Φ.
Proposition 1.1.5 [L2] Un pseudo-foncteur Φ : C→ D est une bie´quilvalence si et seulement s’il
est une e´quilvalence locale et 2-essentiellement surjectif. 
Dans la suite, on utilisera la remarque suivante.
Proposition 1.1.6 Soient deux 2-cate´gories C et D, deux pseudo-foncteurs Φ,Ψ : C → D et une
transformation pseudo-naturelle α : Φ ⇒ Ψ. L’axiome d’unite´ de α est redondant : il de´coule des
axiomes d’unite´ de Φ et Ψ et de l’axiome de composition de α.
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De´monstration. Des axiomes d’unite´ de Φ et Ψ, il de´coule, pour tout 1-morphisme f : c→ c′ ∈ C,
la commutativite´ du diagramme suivant :
αc′ ◦ Φ(f)
Id∗uΦ
c′
∗Id

uΨ
c′
∗Id
//
λ
α
f
++VVVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VV
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
M
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
MM
M
Ψ(Idc′) ◦ αc′ ◦ Φ(f)
Id∗λ
α
f // Ψ(Idc′) ◦Ψ(f) ◦ αc
mΨId,f∗Id

Ψ(f) ◦ αc
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
uΨ
c′
∗Id
33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
αc′ ◦ Φ(Idc′) ◦ Φ(f)
Id∗mΨId,f
// αc′ ◦ Φ(f)
λ
α
f
// Ψ(f) ◦ αc
Par comparaison avec l’axiome de composition de α pour les 1-morphismes Idc′ et f , on obtient
le diagramme commutatif :
αc′ ◦ Φ(f)
Id∗uΦ
c′
∗Id

αc′ ◦ Φ(f)
uΨ
c′
∗Id

αc′ ◦ Φ(Idc′) ◦ Φ(f)
λ
α
Id
c′
∗Id
// Ψ(Idc′) ◦ αc′ ◦Φ(f)
En choisissant f = Idc′ et en utilisant le 2-isomorphisme u
Φ
c′ : IdΦ(c′)
∼
−→ Φ(Idc′), on obtient
l’axiome d’unite´ de α. 
1.2 Pseudo-localisation
Dans toute cette section, on conside`re une 2-cate´gorie C et une classe W de ses 1-morphismes.
Pour deux 2-cate´gories C et D, on note [C,D] pour 2-CATps(C,D), la 2-cate´gorie des 1-morphismes
de C dans D.
De´finition 1.2.1 Une pseudo-localisation de C relativement a` W est la donne´e d’une 2-cate´gorie
C[W−1] dote´e d’un pseudo-foncteur Γ : C −→ C[W−1] envoyant W dans les e´quivalences, tels que,
pour toute 2-cate´gorie D, le 2-foncteur induit
Γ∗ : [C[W−1],D] −→ [C,D]W
est une e´quivalence de 2-cate´gories, ou` [C,D]W de´signe la sous-2-cate´gorie pleine de [C,D] constitue´e
des pseudo-foncteurs envoyant W dans les e´quivalences.
Il de´coule imme´diatement de la de´finition qu’une pseudo-localisation est unique a` e´quivalence
pre`s, elle-meˆme unique a` isomorphisme unique pre`s, et que toute 2-cate´gorie e´quivalente a` une
pseudo-localisation de´termine une une pseudo-localisation.
De plus, si Γ : C −→ C[W−1] est une pseudo-localisation de C relativement a` W, alors pour
tout pseudo-foncteur Φ : C −→ D envoyant W dans les e´quivalences, la 2-cate´gorie FΓ(Φ) dont :
– les objets sont les paires (Ψ, α) constitue´e d’un pseudo-foncteur Ψ : C[W−1] −→ D et d’un
isomorphisme pseudo-naturel α : Ψ ◦ Γ
∼
=⇒ Φ,
– les morphismes (Ψ, α) → (Ψ′, α′) sont les transformations pseudo-naturelles χ : Ψ ⇒ Ψ′
telles que α′ ◦ (χ ◦ Γ) = α,
– les 2-morphismes χ→ χ′ sont les modifications θ : χ⇒ χ′ telles que Idα′ ∗ (θ ◦ Γ) = Idα,
est e´quivalente a` la 2-cate´gorie ponctuelle.
Proposition 1.2.2 Soit Γ : C −→ C[W−1] une pseudo-localisation de C relativement a` W. Il existe
une pseudo-localisation e´quivalente Γ′ : C −→ L telle que le pseudo-foncteur Γ′ soit l’identite´ sur
les objets. Si le pseudo-foncteur Γ est l’identite´ sur les objets, alors, pour tout pseudo-foncteur
Φ : C −→ D envoyant W dans les e´quivalences, il existe (Φ˜, α) ∈ FΓ(Φ) tel que, pour tout c ∈ C,
Φ˜(c) = Φ(c) et αc = IdΦ(c).
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De´monstration. Soit Γ∗(C[W−1]) la 2-cate´gorie ayant pour objets ceux de C et pour cate´gorie de
morphismes Γ∗(C[W−1])(c, c′) = C[W−1](Γ(c),Γ(c′)). Le pseudo-foncteur Γ : C −→ C[W−1] est
le compose´ de pseudo-foncteurs Γˆ : C −→ Γ∗(C[W−1]) et Γˇ : Γ∗(C[W−1]) −→ C[W−1] ou` Γˆ est
l’identite´ sur les objets et Γˇ l’identite´ sur les cate´gories de morphisme. Comme Γˆ envoie W dans
les e´quivalences , il existe (Ψ, α) ∈ FΓ(Γˆ), et donc tel que (Γˇ ◦Ψ, Γˇ ◦ α) ∈ FΓ(Γ). Il existe donc un
isomorphisme pseudo-naturel χ : Γˇ ◦Ψ⇒ Id qui montre que Γˇ est essentiellement surjectif et donc
une e´quivalence, ce qui assure que Γˆ est une pseudo-localisation de C relativement a` W.
Soient maintenant une pseudo-localisation Γ : C −→ C[W−1] telle que Γ soit l’identite´ sur les
objets, et un pseudo-foncteur Φ : C −→ D envoyant W dans les e´quivalences. Soit (Ψ, β) ∈ FΓ(Φ).
On de´finit un pseudo-foncteur Φ˜ : C[W−1] −→ D en posant, pour tout c, c′ ∈ C, Φ˜(c) = Φ(c) et
Φ˜c,c′ : C[W
−1](c, c′) −→ D(Φ˜(c), Φ˜(c′)) e´gal a` la compose´e
C[W−1](c, c′)
Ψc,c′ // D(Ψ(c),Ψ(c′))
(βc′)
∗
// D(Ψ(c), Φ˜(c′))
(β−1c )
∗
// D(Φ˜(c), Φ˜(c′))
Les 2-isomorphismes structuraux sont de´finis, pour tout c ∈ C et pour les 1-morphisme composables
f : c→ c′, g : c′ → c′′ ∈ C, par uΦ˜c = βc ◦ u
Ψ
c ◦ β
−1
c : IdΦ˜(c)
∼
−→ Φ˜(Idc) et
mΦ˜g,f = βc′′ ◦m
Ψ
g,f ◦ β
−1
c : Φ˜(g) ◦ Φ˜(f) = βc′′ ◦Ψ(g) ◦ βc′ ◦ β
−1
c′ ◦Ψ(f) ◦ β
−1
c
∼
−→ Φ˜(g ◦ f)
Les axiomes de pseudo-fonctorialite´ de Φ˜ se de´duisent imme´diatement de ceux de Ψ. On de´finit un
ismorphisme pseudo-naturel α : Φ˜ ◦Γ⇒ Φ en posant, pour tout c ∈ C, αc = Idc : Φ˜(Γ(c))⇒ Φ(c),
et pour tout 1-morphisme f : c→ c′ ∈ C
λ
α
f = λ
β
f ◦ β
−1
c : αc′ ◦ Φ˜(Γ(f)) = βc′ ◦Ψ(Γ(f)) ◦ β
−1
c =⇒ Φ(f) ◦ αc
Les axiomes de pseudo-naturalite´ de α se de´duisent imme´diatement de ceux de β. 
A toute 2-cate´gorieC sont associe´es trois 1-cate´gories posse´dant les meˆmes objets. La 1-cate´gorie
sous-jacente C◦ est obtenue en oubliant les 2-morphismes. La 1-troncation π0(C) est le quotient
de C◦ par la relation d’e´quivalence engendre´e par les 2-morphismes. La pseudo-troncation π
iso
0 (C)
est le quotient de C◦ par la relation d’e´quivalence engendre´e par les 2-isomorphismes. Ces deux
dernie`res cate´gories viennent donc avec deux foncteurs quotients C◦ −→ π0(C) et C◦ −→ πiso0 (C),
On a de´fini ainsi deux 2-foncteurs π0, π
iso
0 : 2-CATps −→ CAT.
Les classes de morphisme de π0(C) et π
iso
0 (C) images de W sont encore note´es W. On a alors
un triangle commutatif dans CAT :
π0(C)
yyrrr
rr
rr
rr
r
π0(Γ)
%%LL
LL
LL
LL
LL
π0(C)[W
−1]
π0(Γ)
// π0(C[W−1])
Proposition 1.2.3 Soit Γ : C −→ C[W−1] une pseudo-localisation de C relativement a` W. Le
foncteur π0(Γ) : π0(C)[W
−1] −→ π0(C[W−1]) est une e´quivalence. Il s’agit d’un isomorphisme si le
pseudo-foncteur Γ est l’identite´ sur les objets.
De´monstration. Soit D un cate´gorie. On note Dδ la 2-cate´gorie “discre`te” associe´e (i.e. sans 2-
morphisme non-triviaux). On a une 2-adjonction π0 : 2-CATps ⇄ CAT : (−)δ, qui montre que le
foncteur π0(Γ)
∗ : [π0(C[W
−1]), D] −→ [π0(C), D]W est bien une e´quivalence, ce qui de´montre la
premie`re assertion de l’e´nonce´, et que π0(Γ)
∗ est un isomorphisme si et seulement si le 2-foncteur
Γ∗ : [C[W−1], Dδ] −→ [C, Dδ]W est un isomorphisme.
On suppose de´sormais que le pseudo-foncteur Γ : C −→ C[W−1] est l’identite´ sur les objets.
Comme le 2-foncteur Γ∗ est pleinement fide`le, on est ramene´ a` ve´rifier que Γ∗ est une bijection sur
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les objets. On note qu’une transformation pseudo-naturelle a` valeur dans Dδ est ne´cessairement
strict. Soit un pseudo-foncteur Φ : C −→ Dδ envoyant W dans les e´quivalences. Par la proposition
1.2.2, il existe un 2-foncteur Φ˜ : C[W−1] −→ Dδ et un isomorphisme naturel α : Φ˜ ◦ Γ
∼
=⇒ Φ, tels
que, pour tout c ∈ C, Φ˜(c) = Φ(c) et αc = IdΦ(c). Autrement dit, on a une e´galite´ Φ˜ ◦ Γ = Φ,
ce qui montre la surjectivite´ de Γ∗. Soient deux pseudo-foncteurs Ψ,Ψ′ : C[W−1] −→ Dδ tels que
Γ∗(Ψ) = Γ∗(Ψ′). Il existe une unique transformation naturelle χ : Ψ→ Ψ′ tel que Γ∗(χ) = IdΓ∗(Ψ).
Pour tout c ∈ C[W−1], on a χc = χΓ(c) = Γ
∗(χ)c = Id, soit Ψ = Ψ
′, ce qui montre l’injectivite´ de
Γ∗. 
Soit I = (0 ⇄ 1) le groupo¨ıde posse´dant deux objets et exactement deux morphismes non
triviaux. Un foncteur I → C ∈ CAT correspond a` la donne´e d’un isomorphisme de C.
Proposition 1.2.4 Soit C une 2-cate´gorie. On suppose que tout objet de C posse`de une coten-
sorisation par I. Alors la pseudo-troncation C◦ −→ πiso0 (C) est la localisation relativement aux
e´quivalences de C◦.
De´monstration. On note cI la cotensorisation de c par I. Chaque objet de I de´termine un 1-
morphisme ei : c
I → c, i = 0, 1, et l’e´quivalence de I vers la cate´gorie ponctuelle de´termine une
e´quivalence ι : c→ cI tels que ei ◦ ι = Id, pour i = 0, 1.
Soient f, g ∈ C◦(b, c) et τ : f → g un 2-isomorphisme de C. Par de´finition de la cotensorisation,
i.e. l’isomorphisme naturel CAT(I,C(b, c)) ≃ C(b, cI), le 2-isomorphisme τ correspond a` un 1-
morphisme hτ : b→ cI tel que e0 ◦ hτ = f et e1 ◦ hτ = g.
Soient D une cate´gorie et F : C◦ → D un foncteur envoyant les e´quivalences dans les isomor-
phismes. Comme F (ι) est alors un isomorphisme d’inverse F (e0) et F (e1) , on a F (e0) = F (e1) et
donc, pour tout 2-isomorphisme τ : f → g, F (f) = F (g). De la de´finition de C◦ −→ π
iso
0 (C),
il de´coule que l’on a ve´rifie´ la proprie´te´ universelle de la localisation de C◦ relativement aux
e´quivalences. 
2 The´ories homotopiques de Quillen combinatoires
On note ModQ la 2-cate´gorie des mode`les de Quillen [Ho1]. Un 1-morphisme F : M → N
est une adjonction de Quillen F : M ⇄ N : F ♭. Un 2-morphisme τ : F → G de ModQ est une
transformation naturelle des adjoints a` gauche F → G. On note Q la classe des 1-morphismes de
ModQ constitue´e des e´quivalences de Quillen.
2.1 Homotopies de Quillen et mode`les chemins
2.1.1 Mode`les chemins, mode`les cylindres
On note [n] l’ensemble ordonne´ {0 < ... < n} conside´re´ comme une cate´gorie. Soit M une
cate´gorie mode`le. La factorisation de la codiagonale [0]∐ [0]
i
−→ [1]
p
−→ [0] induit un diagramme :
M
p∗ //
M[1]
p∗
oo
i∗ //
M×M
i∗
oo
ou` p∗ est le foncteur “diagramme constant”, i∗ = (e0, e1), p∗ = e0, en notant ei l’e´valuation en i,
et i∗(M0,M1) = (M0 ×M1 →M1).
En conside´rant la cate´gorie [1] comme une cate´gorie indirecte, on peut munirM[1] d’une struc-
ture de cate´gorie mode`le de Reedy [Hi, Chapter 15], qui n’est autre que la structure injective : un
morphisme f : X → Y de M[1] est :
– une cofibration si fi : Xi → Yi est une cofibration pour i = 0, 1,
– une e´quivalence faible si fi : Xi → Yi est une e´quivalence faible pour i = 0, 1,
– une fibration si f1 : X1 → Y1 et X0 → X1 ×Y1 Y0 sont des fibrations.
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Les adjonctions (p∗, p∗) et (i
∗, i∗) sont ainsi des adjonctions de Quillen.
Dans le but de construire un “objet chemin” relativement aux e´quivalences de Quillen dans
ModQ, on conside`re la localisation de Bousfield a` droite [Hi, 3.3.1(2)] relativement aux e0-e´quivalences
de la structure injective de M[1].
Proposition 2.1.1 La cate´gorie M[1] posse`de une structure de cate´gorie mode`le telle qu’un mor-
phisme f : X → Y est :
– une fibration si f1 : X1 → Y1 et X0 → X1 ×Y1 Y0 sont des fibrations,
– une e´quivalence faible si f0 : X0 → Y0 est une e´quivalence faible,
– une cofibration si fi : Xi → Yi est une cofibration pour i = 0, 1, et X1 ∐X0 Y0 → Y1 est une
e´quivalence faible.
On note Ch(M) cette cate´gorie mode`le.
De´monstration. Les fibrations et e´quivalences faibles de l’e´nonce´ sont, par de´finition, celles de la
structure localise´e de Bousfield a` droite de la structure injective relativement aux e0-e´quivalences.
L’existence de la structure de mode`le localise´ est e´quivalente a` celle de la factorisation “cofibration
locale / fibration triviale locale”. On va d’abord montrer que les cofibrations de l’e´nonce´ sont des
cofibrations locales, puis produire la factorisation requise.
Soient deux morphismes A → B et X → Y de M[1], respectivement une cofibration et une
fibration triviale de l’e´nonce´. On fixe un morphisme du premier vers le second
A

// X

B // Y
et on note f : A→ Y la compose´e. Il s’agit de construire un rele`vement B → X .
On se place dans la cate´gorie M[1](f) des factorisations du morphisme f : A → Y , i.e. la
cate´gorie f/(M[1]/Y ) des objets au-dessous de f dans celle des objets de M[1] au-dessus de Y .
Cette cate´gorie est munie de la structure mode`le induite par la structure injective deM[1]. Comme
il n’y aura pas d’ambiguite´ sur les morphismes structuraux, on de´notera les objets de M[1](f) par
leur objet central.
On note B′ l’objet (B0 → B0 ∐A0 A1) de M
[1] donne´ par l’injection canonique. Le fait que le
morphisme A→ B soit une cofibration deM[1] signifie, d’une part, que les morphismes A0 → B0,
A1 → B0∐A0A1 et A1 → B1 sont des cofibrations, et, d’autre part, que le morphisme B0∐A0A1 →
B1 est une e´quivalence faible. Autrement dit, que le morphisme B
′ → B de M[1](f) :
(B0 → B0 ∐A0 A1) −→ (B0 → B1)
est une e´quivalence faible entre cofibrants. Le fait que le morphisme X → Y soit une fibration de
M[1] signifie que X est un objet fibrant deM[1](f). Comme le morphisme X → Y est une fibration
triviale de M[1], X0 → Y0 est une fibration triviale, et comme A0 → B0 est une cofibration, on a
un rele`vement :
A0

// X0

B0 //
==||||||||
Y0
Le morphisme compose´ B0 → X0 → X1 et le morphisme A1 → X1 de´terminent un morphisme
B0∐A0A1 → X1 dont on tire un morphisme B
′ → X deM[1]. Comme B′ → B est une e´quivalence
faible entre cofibrants et X un objet fibrant, le morphisme B′ → X s’e´tend, a` homotopie pre`s, en
un morphisme B → X [Hi, 7.8.6], et on a ainsi obtenu le rele`vement requis.
On va maintenant montrer que tout morphisme f : X → Y ∈M[1] se factorise en une cofibra-
tion de l’e´nonce´ suivie d’une fibration de l’e´nonce´ (i.e. injective). On factorise f0 en une cofibration
suivie d’une fibration trivialeX0 → E′0 → Y0. Les morphismes E
′
0 → Y0 → Y1 etX1 → Y1 induisent
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par proprie´te´ universelle un morphisme X1 ∐X0 E
′
0 → Y1. On factorise ce dernier morphisme en
une cofibration triviale suivie d’une fibration X1 ∐X0 E
′
0 → E1 → Y1. Le morphisme compose´
X1 → X1 ∐X0 E
′
0 → E1 est ainsi une cofibration. En introduisant le produit fibre´ E1 ×Y1 Y0, on
obtient donc le diagramme commutatif :
X0

cof.
//
,,
E′0

fib.triv.
//
$$I
II
II
II
II
I
zzttt
tt
tt
tt
t
Y0

X1 ∐X0 E
′
0
%%JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
E1 ×Y1 Y0
zzuuu
uu
uu
uu
u
fib.
::vvvvvvvvvv
X1
cof. //
cof.
99tttttttttt
22E1
fib. // Y1
Le morphisme E′0 → E1 ×Y1 Y0 se factorise en une cofibration triviale suivie d’une fibration E
′
0 →
E0 → E1 ×Y1 Y0. Le morphisme E0 → Y0 ainsi obtenu est une fibration triviale, par l’axiome
“deux sur trois”. Comme E′0 → E0 est une cofibration triviale, il en va de meˆme de X1 ∐X0 E
′
0 →
X1 ∐X0 E0, et comme X1 ∐X0 E
′
0 → E1 est e´galement une cofibration triviale, le morphisme
X1 ∐X0 E0 → E1, obtenu par proprie´te´ universelle, est une e´quivalence faible. On a donc la
factorisation voulue :
X0

cof.
//
,,
E0

fib.triv.
//
fib. $$I
II
II
II
II
I
yyttt
tt
tt
tt
t
Y0

X1 ∐X0 E0
eq.f.
%%J
JJ
JJ
JJ
JJ
J
E1 ×Y1 Y0
zzuuu
uu
uu
uu
u
::uuuuuuuuuu
X1
cof. //
99tttttttttt
22E1
fib. // Y1
Enfin, avec l’argument de retract habituel, la factorisation ci-dessus applique´e a` une cofibration
locale montre que les cofibrations de l’e´nonce´ co¨ıncident avec les cofibrations locales. 
Il est clair que les foncteurs p∗ :M→ Ch(M) et i∗ : Ch(M)→M×M pre´servent cofibrations
et cofibrations triviales, et que l’on a donc deux morphismes de ModQ :
M
p∗ // Ch(M)
p∗
oo
i∗ //M×M
i∗
oo
Qui plus est, comme l’unite´ de la pair (p∗, p∗) est un isomorphisme et e0 pre´serve et refle`te les
e´quivalences faibles, cette pair est une e´quivalence de Quillen. La cate´gorie mode`le Ch(M) est
appele´e le mode`le chemin de M.
Dualement, on a un mode`le cylindre Cyl(M) de M de´fini par Cyl(M) = Ch(Mop)op, et qui
s’inscrit dans un diagramme :
M×M
i! // Cyl(M)
i∗
oo
p! //
M
p∗
oo
ou` p! = e1. La cate´gorie mode`le Cyl(M) est la localisation de Bousfield a` gauche relativement aux
e1-e´quivalences de la structure projective de M[1].
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2.1.2 Homotopies de Quillen
De´finition 2.1.2 Soient F0, F1 :M−→ N deux morphismes de ModQ.
1. Une homotopie de Quillen de F0 vers F1 est une transformation naturelle τ : F0 → F1 telle
que τM : F0(M)→ F1(M) soit une e´quivalence faible lorsque M est cofibrant.
2. Les morphismes F0 et F1 sont Quillen-homotopes s’ils sont connecte´s par un zigzag d’homo-
topies de Quillen.
On note QM,N , ou plus simplement Q, la classe des homotopies de Quillen de ModQ(M,N ).
Remarque 2.1.3 Suivant [Ho1, 1.3.18], la transformation naturelle de foncteurs de´rive´s totaux
L(τ) : L(F0) → L(F1) induite par un 2-morphisme τ : F0 → F1 de ModQ est un isomorphisme
si et seulement si τM : F0(M) → F1(M) est une e´quivalence faible pour tout M cofibrant. Il en
de´coule qu’un morphisme de ModQ Quillen-homotope a` une e´quivalence de Quillen est e´galement
une e´quivalence de Quillen.
Proposition 2.1.4 Soient F,G :M−→ N deux morphismes de ModQ. La donne´e d’une homo-
topie de Quillen τ : F → G est e´quivalente a` la donne´e d’un morphisme H : M −→ Ch(N ) de
ModQ faisant commuter le diagramme
M
H //
(F,G) ##G
GG
GG
GG
GG
Ch(N )
i∗

N ×N
avec H(M) = (τM : F (M)→ G(M)) pour tout M ∈M.
De´monstration. On note d’abord que la donne´e d’un foncteur H : M −→ N [1] tel que i∗ ◦ H =
(F,G) est e´quivalente a` celle d’une transformation naturelle τH : F → G avec H(M) = (τHM :
F (M)→ G(M)) pour tout M ∈M.
De plus, un tel foncteur H posse`de un adjoint a` droite si et seulement si F et G posse`dent
un adjoint a` droite. En effet, d’une part, i∗ posse`de un adjoint a` droite, et, d’autre part, si on
note F ♭ et G♭ des adjoints a` droite de F et G respectivement, le foncteur H♭ : N [1] −→ N , qui
a` X = (X< : X0 → X1) ∈ N [1] associe le produit fibre´ de F ♭(X<) : F ♭(X0) −→ F ♭(X1) et de
(τH)♭X1 : G
♭(X1)→ F ♭(X1) (ou` (τH)♭ de´signe la transformation conjugue´e de τH), est un adjoint
a` droite de H .
Un objet X de Ch(N ) est cofibrant si et seulement si X< : X0 → X1 est une e´quivalence faible
entre cofibrants. Donc un foncteur H :M−→ Ch(N ) tel que i∗◦H = (F,G) pre´serve les cofibrants
si et seulement si τHM : F (M)→ G(M) est une e´quivalence faible pour toutM cofibrant, autrement
dit si τH est une homotopie de Quillen. Il reste donc a` ve´rifier qu’un foncteur H : M−→ Ch(N )
tel que i∗ ◦H = (F,G) est un morphisme de ModQ si et seulement s’il pre´serve les cofibrants.
Lorsque N [1] est munie de la structure injective, H :M−→ N [1] est un morphisme de ModQ
si et seulement si F et G le sont e´galement. Comme les cofibrations triviales injectives et les
cofibrations triviales locales co¨ıncident, le foncteur H : M −→ Ch(N ) de´termine un morphisme
de ModQ si et seulement s’il pre´serve les cofibrations entre cofibrants [Hi, 8.5.4]. Cela ne´cessite
e´videmment que H pre´serve les cofibrants. Re´ciproquement, l’image par H d’une cofibration entre
cofibrants f :M →M ′ de M est repre´sente´ par le carre´ exte´rieur du diagramme commutatif
F (M)
τHM

F (f) // F (M ′)
vvnnn
nn
nn
nn
nn
n
τH
M′

F (M ′) ∐F (M) G(M)
((PP
PP
PP
PP
PP
PP
G(M)
66nnnnnnnnnnnn
G(f)
// G(M ′)
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ou` F (f) et G(f) sont des cofibrations entre cofibrants et τHM et τ
H
M ′ des e´quivalences faibles entre
cofibrants. Il s’en suit [Hi, 13.1.2] que le morphisme F (M ′) −→ F (M ′) ∐F (M) G(M) et donc le
morphisme F (M ′) ∐F (M) G(M) −→ G(M
′) sont des e´quivalences faibles, ce qui montre que si H
pre´serve les cofibrants, alors il pre´serve les cofibrations entre cofibrants. 
Corollaire 2.1.5 Soit ModQ† une sous-2-cate´gorie pleine de ModQ. Soient C une 2-cate´gorie et
Φ : ModQ† −→ C un pseudo-foncteur envoyant les e´quivalences de Quillen dans les e´quivalences de
C. Soient M,N ∈ ModQ† tels que le mode`le cylindre Cyl(M) de M ou le mode`le chemin Ch(N )
de N appartienne a` ModQ†. Alors le foncteur ΦM,N : ModQ
†(M,N ) −→ C(Φ(M),Φ(N )) envoie
les homotopies de Quillen dans les isomorphismes.
De´monstration. Soient F,G :M−→ N deux morphismes de ModQ† et τ : F → G une homotopie
de Quillen. Il faut montrer que ΦM,N (τ) est un isomorphisme. On suppose que le mode`le chemin
Ch(N ) appartient a`ModQ† : le cas ou` le mode`le cylindre Cyl(M) appartient a`ModQ† s’obtient par
dualite´. Soit Hτ :M−→ Ch(N ) le morphisme deModQ
† correspondant a` τ (cf. proposition 2.1.4).
On note α : e0 → e1 l’homotopie de Quillen tautologique, de´finie par αf = f : e0(f)→ e1(f) pour
f ∈ Ch(N ), et correspondant au foncteur identite´ Id : Ch(N ) → Ch(N ). On a ainsi τ = α ◦Hτ .
En appliquant le pseudo-foncteur Φ au diagramme :
M
Hτ //
F
''
G
77
Ch(N )
e0
((
e1
66⇓ α N
on constate que les 2-isomophismes structuraux du pseudo-foncteur Φ donnent un isomophisme
entre Φ(τ) et Φ(α) ◦ Φ(Hτ ), au sens ou` Φ(τ) est compose´ de Φ(α) ◦ Φ(Hτ ) et de 2-isomophismes.
Il suffit donc de ve´rifier que Φ(α) est un isomorphisme. En appliquant le pseudo-foncteur Φ au
diagramme :
N
p∗ //
Id
''
Id
77
Ch(N )
e0
((
e1
66⇓ α N
on obtient un isomorphisme entre Φ(α) ◦Φ(p∗) et la transformation naturelle identite´ du foncteur
Id : Φ(N ) → Φ(N ), ce qui assure que Φ(α) ◦ Φ(p∗) est un isomorphisme. Comme p∗ est une
e´quivalence de Quillen, Φ(p∗) est, par hypothe`se, une e´quivalence, ce qui implique que Φ(α) est un
isomorphisme. 
Remarque 2.1.6 Les re´sultats de cette section s’adaptent imme´diatement aux 2-cate´gories
ModQ∗ etModQst des mode`les de Quillen pointe´s et des mode`les de Quillen stables respectivement.
En effet, si M est un mode`le pointe´ (resp. stable), il en va de meˆme du mode`le chemin Ch(M).
Ces re´sultats s’adaptent e´galement a` la 2-cate´gorie V-ModQ des V-cate´gories mode`les, ou` V est
une cate´gorie mode`le mono¨ıdale [Ho1]. Il suffit de ve´rifier que pour tout V-mode`le M, le mode`le
chemin Ch(M) est encore un V-mode`le. Or, si V →W est une cofibration de V et X → Y une fibra-
tion de Ch(M), il est clair que le morphisme {W,X} → {V,X}×{V,Y } {W,Y }, ou` {−,−} de´signe
la cotensorisation, est une fibration de Ch(M), triviale si V → W est une cofibration triviale. Et
lorsque X → Y est aussi une e0-e´quivalence, l’e´valuation en 0 de {W,X} → {V,X}×{V,Y } {W,Y }
n’est autre que {W,X0} → {V,X0} ×{V,Y0} {W,Y0}, qui est bien une e´quivalence faible.
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2.2 Mode`les combinatoires
Une cate´gorie mode`le M est dite combinatoire si la cate´gorie M est localement pre´sentable
et la cate´gorie mode`le M est engendre´e par cofibrations [D1]. On note ModQc la sous-2-cate´gorie
pleine de ModQ constitue´e des mode`les de Quillen combinatoires.
2.2.1 Mode`les pre´sentables et re´solutions
Pour toute cate´gorie mode`le combinatoire M et toute petite cate´gorie C, la structure de
cate´gorie mode`le projective surMC existe et est combinatoire. Elle est e´galement propre a` gauche
de`s que M est propre a` gauche.
Pour toute cate´gorie mode`le combinatoire propre a` gauche M et tout ensemble de morphisme
S de M, la localisation de Bousfield a` gauche de M relativement a` S, note´e M/S, existe et est
combinatoire propre a` gauche [D1, D2].
Pour toute petite cate´gorie C, on note U(C) la cate´gorie SC
op
des pre´faisceaux en ensembles
simplicaux sur C, que l’on munie de la structure de mode`le projective. Il s’agit d’une cate´gorie
mode`le combinatoire simpliciale propre.
De´finition 2.2.1 [D1] Une cate´gorie mode`le de la forme U(C)/S, ou` C est une petite cate´gorie et
S un ensemble de morphisme de U(C), est dite pre´sentable. Une petite pre´sentation d’une cate´gorie
mode`leM est la donne´e d’une cate´gorie mode`le pre´sentable U(C)/S et d’une e´quivalence de Quillen
U(C)/S −→M.
Un premier re´sultat important concernant les cate´gories mode`les combinatoires et pre´sentables
est le the´ore`me suivant [D2, Theorem 1.1].
The´ore`me 2.2.2 [D2] Toute cate´gorie mode`le combinatoire posse`de une petite pre´sentation. 
De [D2], on tire e´galement le re´sultat suivant, qui permet d’utiliser le corollaire 2.1.5.
Proposition 2.2.3 Si M est une cate´gorie mode`le combinatoire propre a` gauche, alors le mode`le
cylindre Cyl(M) de M est e´galement une cate´gorie mode`le combinatoire propre a` gauche.
De´monstration. La cate´gorie mode`le Cyl(M) est la localisation de Bousfield a` gauche relativement
aux e1-e´quivalences de la structure de cate´gorie mode`le (combinatoire propre a` gauche) projective
de M[1]. Les foncteurs de l’adjonction de Quillen e1 : M[1] ⇄M : p∗ pre´servent les e´quivalences
faibles, si bien que la co-unite´ de l’adjonction de´rive´e est un isomorphisme. Il de´coule alors de
[D2, Proposition 3.2] qu’il existe un ensemble S de morphisme de M[1] tel que les S-e´quivalences
co¨ıncident avec les e1-e´quivalences. La cate´gorie mode`le Cyl(M) =M
[1]/S est donc combinatoire
propre a` gauche. 
On termine cette section par une remarque ge´ne´rale qui sera utilise´e dans la section suivante.
Lemme 2.2.4 Soient M une cate´gorie mode`le et N une sous-cate´gorie pleine de M munie de la
structure induite. On suppose que N est stable relativement aux factorisations, i.e. que toutes les
factorisations “cofibration trivale / fibration” et “cofibration / fibration trivale” d’un morphisme
de N sont e´galement dans N .
Soit N l’image pleine de N →֒ M
γ
→ Ho(M). Le foncteur γ : N →֒ N est une localisation
relativement aux e´quivalences faibles de N .
La stabilite´ relativement aux factorisations de l’e´nonce´ est assure´e de`s que la sous-cate´gorie
pleine N est stable par e´quivalence faible dans M, i.e. : de`s que, pour toute e´quivalence faible
M →M ′ de M, M appartient a` N si et seulement si M ′ appartient a` N .
De´monstration. Il s’agit de ve´rifier que le foncteur γ : N →֒ N posse`de la proprie´te´ universelle de
la localisation. Pour cela, on reprend la construction classique de la cate´gorie homotopique d’une
cate´gorie mode`le (e.g. [Hi, 8.3.5]). Par de´finition de N , on a
Ob(N ) = Ob(N ) et N (N,N ′) =M(N cf , N ′cf )/∼
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ou` iN : N
c → N et jNc : N
c → N cf sont respectivement la re´solution cofibrante de N et la
re´solution fibrante de N c, obtenues par factorisation. Le quotient est relatif a` la relation d’homo-
topie : on a f ∼ f ′ ∈ M(N cf , N ′cf ) s’il existe un objet cylindre dans M :
N cf ∐N cf
i∐i′
−→ Cyl(N cf)→ N cf
constitue´ d’une cofibration suivie d’une fibration triviale, et un morphisme h : Cyl(N cf) → N ′cf
tel que h ◦ i = f et h ◦ i′ = f ′. Comme N cf est cofibrant, on a en particulier une factorisation
“cofibration / fibration trivale” N cf
i
−→ Cyl(N cf ) → N cf de l’identite´. L’hypothe`se de stabilite´
relativement aux factorisations montre alors que N cf , N ′cf et Cyl(N cf) sont dans N . Ainsi, on
a en fait N (N,N ′) = N (N cf , N ′cf )/∼ , ou` la relation d’homotopie est forme´e par des objets
cylindres dans N . Cela suffit pour ve´rifie´ la proprie´te´ universelle requise de la manie`re habituelle
(e.g. [Hi, 8.3.5]). 
2.2.2 Invariance homotopique
Soient M une cate´gorie mode`le et C une petite cate´gorie. On note ∆ la cate´gorie simpliciale
et cM =M∆ la cate´gorie des objets cosimpliciaux dans M. On a une e´quivalence de cate´gories :
R : Cocont(U(C),M)⇄ cMC : Q
entre la cate´gorie des foncteurs cocontinus de U(C) dans M et la cate´gorie des foncteurs de C
dans cM, avec, pour F ∈ Cocont(U(C),M) et Γ ∈ cMC :
R(F ) = F ◦ hC×∆ et Q(Γ) : X 7→
∫ C×∆
Γn(c) ·Xn(c)
ou` hC×∆ : C ×∆ →֒ U(C) de´signe le foncteur de Yoneda et Γn(c) ·Xn(c) = ∐Xn(c)Γ
n(c).
On munit cM de la structure de cate´gorie mode`le de Reedy. Soit E0 : cM⇄M : E♭0 l’adjonc-
tion de Quillen constitue´e de l’e´valuation en 0 et du foncteur “objet cosimplicial constant”. On
note E0∗ : cMC ⇄MC : E♭0∗ l’adjonction induite par postcomposition. Il s’agit d’une adjonction
de Quillen lorsque cMC et MC sont munies des structures de cate´gorie mode`le projectives, dont
l’existence est assure´e de`s que le mode`le M est combinatoire.
De´finition 2.2.5 On de´signe par cRes(C,M) la sous-cate´gorie pleine de cMC constitue´e des
objets X tels que l’unite´ d’adjonction ηX : X → (E♭0∗◦E0∗)(X) est une e´quivalence faible argument
par argument dans cMC . On de´signe par cResc(C,M) la sous-cate´gorie pleine de cRes(C,M)
constiue´e des objets cofibrants injectifs dans cMC , i.e. Reedy-cofibrants argument par argument.
Remarque 2.2.6 La cate´gorie cResc(C,M) est la cate´gorie des re´solutions cosimpliciales des
foncteurs de C dans M [Hi].
Proposition 2.2.7 Soit M une cate´gorie mode`le et C une petite cate´gorie. Les foncteurs de´crits
ci-dessus de´finissent une e´quivalence de cate´gories :
R : ModQ(U(C),M)⇄ cResc(C,M) : Q
qui fait correspondre aux homotopies de Quillen les e´quivalences faibles argument par argument.
De´monstration. Il s’agit d’abord de ve´rifier que les foncteurs de l’e´quivalence de cate´gorie R :
Cocont(U(C),M)⇄ cMC : Q se restreignent aux sous-cate´gories de l’e´nonce´.
Soit F ∈ ModQ(U(C),M). L’unite´ d’adjonction ηR(F ) : R(F ) → (E
♭
0∗ ◦ E0∗)(R(F )), e´value´e
en c ∈ C et en n ∈ ∆, n’est autre que le morphisme F (hC×∆c,n )→ F (h
C×∆
c,0 ) induit par la projection
hC×∆c,n = h
C
c × ∆
n → hCc . Cette dernie`re est une e´quivalence faible entre cofibrants, donc ηR(F )
e´galement, et on a ainsi R(F ) ∈ cRes(C,M). De plus, le foncteur induit F∆ : U(C)∆ → M∆
13
pre´serve les Reedy-cofibrants. Comme, pour tout c ∈ C, hCc ×∆
• est Reedy-cofibrant dans U(C)∆,
il en va de meˆme de R(F )(c) = F (hCc ×∆
•), si bien que R(F ) ∈ cResc(C,M).
Soit Γ ∈ cResc(C,M). Comme, pour tout c ∈ C, Γ(c) est Reedy-cofibrant, [Hi, 16.5.4(2)]
assure que le foncteur de M dans S de´fini par M 7→ M(Γ(c),M) pre´serve fibrations et fibrations
triviales, ce qui montre que Q(Γ)♭ : M→ U(C) est un foncteur de Quillen a` droite, soit Q(Γ) ∈
ModQ(U(C),M).
Soit τ : F0 → F1 une homotopie de Quillen dans ModQ(U(C),M). Comme, pour tout c ∈ C et
n ∈ ∆, hC×∆c,n est cofibrant dans U(C), le morphisme R(τ)(c)
n = τhC×∆c,n : F0(h
C×∆
c,n ) −→ F1(h
C×∆
c,n )
est une e´quivalence faible de M et donc R(τ) est une e´quivalence faible de cResc(C,M).
Soit f : Γ → Γ′ une e´quivalence faible de cResc(C,M). Par [Hi, 16.5.5(1)], l’e´quivalence
faible entre re´solutions cosimpliciales f(c) : Γ(c) → Γ′(c) induit, pour tout M ∈ M fibrant,
une e´quivalence faible M(Γ′(c),M) → M(Γ(c),M). Cela signifie que la transformation naturelle
Q(Γ′)♭ → Q(Γ)♭, conjugue´e de Q(f), est une e´quivalence faible sur tout fibrant deM, et donc que
Q(f) est une homotopie de Quillen. 
Soient C ∈ Cat et S ⊂ U(C) un ensemble de morphisme. Soit T : U(C) −→ U(C)/S le mor-
phisme de la localisaion de Bousfield. Le foncteur T ∗ : ModQ(U(C)/S,M) −→ModQ(U(C),M),
obtenu par pre´composition par T , est l’inclusion de la sous-cate´gorie pleine des morphismes F :
U(C)→M tels que L(F ) envoie S dans les isomorphismes.
On note encore hC ∈ U(C)C le foncteur C →֒ EnsC
op
→֒ U(C) associe´ au foncteur de Yoneda,
et on conside`re le foncteur FC : U(C)C −→MC associe´ a` F ∈ModQ(U(C),M).
Proposition 2.2.8 Soient M une cate´gorie mode`le combinatoire, C une petite cate´gorie et S ⊂
U(C) un ensemble de morphisme. Les foncteurs T ∗ : ModQ(U(C)/S,M) →֒ ModQ(U(C),M) et
F 7→ FC(hC) : ModQ(U(C),M)→MC induisent un plongement et une e´quivalence
ModQ(U(C)/S,M)[Q−1]

 //ModQ(U(C),M)[Q−1]
∼ // Ho(MC)
au niveau des cate´gories localise´es relativement aux homotopies de Quillen et aux e´quivalences
faibles projectives respectivement (en particulier ces cate´gories sont localement petites).
De´monstration. Le compose´ de l’e´nonce´ est induit par le compose´ suivant :
ModQ(U(C)/S,M) →֒ModQ(U(C),M)
∼
→ cResc(C,M) →֒ cRes(C,M) →֒ cM
C E0∗−→MC
dont le second foncteur est l’e´quivalence R de la proposition 2.2.7.
La sous-cate´gorie pleine cRes(C,M) de cMC est constitue´e des objets X ∈ cMC tels que
l’unite´ ηX : X → (E♭0∗ ◦ E0∗)(X) est une e´quivalence faible. Comme les foncteurs E0∗ et E
♭
0∗
pre´servent les e´quivalences faibles, l’inclusion cRes(C,M) ⊂ cMC est stable par e´quivalence faible.
La sous-cate´gorie pleine cResc(C,M) de cRes(C,M) est constitue´e des objets cofibrants in-
jectifs (i.e. : Reedy-cofibrant argument par argument). Comme les cofibrations projectives sont
e´galement injectives, toute cofibration projective de source un cofibrant injectif a pour but un
cofibrant injectif, ce qui garantit la stabilite´ relativement aux factorisations de cResc(C,M) ⊂
cRes(C,M).
Via l’e´quivalence R : ModQ(U(C),M) → cResc(C,M), on constate donc que le plongement
ModQ(U(C),M) →֒ cMC ve´rifie les hypothe`ses de stabilite´ du lemme 2.2.4. Comme la sous-
cate´gorie pleine ModQ(U(C)/S,M) de ModQ(U(C),M) est stable par homotopies de Quillen, le
plongement ModQ(U(C)/S,M) →֒ cMC ve´rifie e´galement les hypothe`ses de stabilite´ du lemme
2.2.4.
On voit donc que les foncteurs de la chaine ci-dessus, a` l’exception du dernier, induisent des
plongements au niveau des cate´gories localise´es, ce qui donne, d’une part, le plongement de l’e´nonce´
et, d’autre part, le plongement central du diagramme :
ModQ(U(C),M)[Q−1]
∼
→ Ho(cResc(C,M)) →֒ Ho(cRes(C,M))
E0∗−→ Ho(MC)
dont la premie`re fle`che est l’e´quivalence induite par R. Ce plongement central est e´galement essen-
tiellement surjectif, et donc une e´quivalence, du fait que tout objet de cResc(C,M) posse`de une
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re´solution cofibrante projective et donc injective. Enfin, par de´finition de cRes(C,M), l’adjonc-
tion E0 : cM ⇄M : E♭0 se restreint en une adjonction E0 : cRes(C,M) ⇄M : E
♭
0 de foncteurs
pre´servant les e´quivalences faibles, dont la co-unite´ est un isomorphisme et l’unite´ une e´quivalence
faible, et qui induit donc une e´quivalence de cate´gories localise´es. 
Tout morphisme G :M→M′ de ModQ induit, pour tout N ∈ModQ, des foncteurs
G∗ : ModQ(N ,M) −→ModQ(N ,M
′) et G∗ : ModQ(M′,N ) −→ModQ(M,N )
par postcomposition F 7→ G ◦ F et par pre´composition F 7→ F ◦G respectivement. Il est clair que
chacun de ces foncteurs pre´serve les homotopies de Quillen. De plus, les isomorphismes L(G∗(F )) ≃
L(G) ◦ L(F ) et L(G∗(F )) ≃ L(F ) ◦ L(G) montrent que si G est une e´quivalence de Quillen, les
foncteurs G∗ et G
∗ refle`tent e´galement les homotopies de Quillen.
Proposition 2.2.9 Soit une e´quivalence de Quillen G :M→N dans ModQc. Pour tout mode`le
pre´sentable P de ModQc, le foncteur G˜∗ : ModQ(P ,M)[Q−1] −→ ModQ(P ,N )[Q−1] est une
e´quivalence de cate´gorie.
De´monstration. Soient une petite cate´gorie C et un ensemble de morphisme S ⊂ U(C). On
conside`re le diagramme comutatif :
ModQ(U(C)/S,M)[Q−1]
G˜∗


 //ModQ(U(C),M)[Q−1]
G˜∗

∼ // Ho(MC)
L(GC)

ModQ(U(C)/S,N )[Q−1]

 //ModQ(U(C),N )[Q−1]
∼ // Ho(NC)
R(GC♭)
OO
dans lequel, d’apre`s la proposition 2.2.8, les fle`ches horizontales de gauche sont des plongements
et les fle`ches horizontales de droite sont des e´quivalences. Comme G : M → N dans ModQ
est une e´quivalence de Quillen, le foncteur L(GC) est une e´quivalence, ainsi donc que G˜∗ :
ModQ(U(C),M)[Q−1] −→ ModQ(U(C),N )[Q−1]. Cela implique, d’une part, que le foncteur
G˜∗ : ModQ(U(C)/S,M)[Q
−1] −→ModQ(U(C)/S,N )[Q−1] est pleinement fide`le, et, d’autre part,
que, pour tout F ′ ∈ ModQ(U(C)/S,N )[Q−1], il existe F ∈ ModQ(U(C),M)[Q−1] et un isomor-
phisme G∗(F ) ≃ F ′. Comme L(F ′) ≃ L(G∗(F )) ≃ L(G) ◦ L(F ) et L(G) est une e´quivalence, le
foncteur L(F ) envoie S dans les isomorphismes, si bien que F ∈ModQ(U(C)/S,N ), et le foncteur
G˜∗ : ModQ(U(C)/S,M)[Q−1] −→ModQ(U(C)/S,N )[Q−1] est ainsi essentiellement surjectif. 
2.3 Pseudo-localisation de ModQc
L’objectif principal de cette section est de construire une pseudo-localisation relativement aux
e´quivalences de Quillende de ModQc et, plus ge´ne´ralement, de certaines sous-2-cate´gories pleines
de cette dernie`re.
Pour toute la section, on se donne une sous-2-cate´gorie pleine ModQ† de ModQc satisfaisant
les conditions suivantes :
– tout mode`le M ∈ModQ† posse`de une petite pre´sentation dans ModQ†,
– pour tout mode`le pre´sentableM ∈ModQ†, le mode`le cylindre Cyl(M) appartient a` ModQ†.
Ces conditions sont e´videmment ve´rifie´es par ModQc.
Pour chaque M ∈ ModQ†, on fixe une petite pre´sentation RM : Mp → M, en choisissant
l’identite´ lorsque M est pre´sentable. Pour tout N ∈ModQ† pre´sentable, par la proposition 2.2.9,
le foncteur RM∗ : ModQ(N ,Mp) −→ ModQ(N ,M) induit une e´quivalence de cate´gorie R˜M∗ :
ModQ†(N ,Mp)[Q−1]
∼
−→ ModQ†(N ,M)[Q−1]. On fixe un quasi-inverse R˜♭M∗ de R˜M∗ et des
isomorphismes naturels
ηM : Id ∼−→ R˜♭M∗ ◦ R˜M∗ et ε
M : R˜M∗ ◦ R˜
♭
M∗
∼
−→ Id
tels que le quadruplet (R˜M∗, R˜
♭
M∗,ηM,εM) constitue une adjonction. Lorsque RM = Id, on
choisit le foncteur R♭M∗ = Id et les transformations naturelles ηM = εM = Id.
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2.3.1 La 2-cate´gorie THQ†
On de´finit d’abord une 2-cate´gorieTHQ† de la fac¸on suivante. On poseOb(THQ†) = Ob(ModQ†)
et, pour M,N ∈ THQ† :
THQ†(M,N ) = ModQ†(Mp,N p)[Q−1]
la localisation de la cate´gorie ModQ†(Mp,N p) relativement aux homotopies de Quillen, qui est
une cate´gorie localement petite par la proposition 2.2.8.
La composition est donne´e par la fle`che diagonale ci-dessous. Les deux fle`che verticales supe´rieures
sont les foncteurs localisations. Comme les compose´es “horizontales” d’homotopies de Quillen sont
des homotopies de Quillen, la proprie´te´ universelle induit le foncteur horizontal infe´rieur.
ModQ†(Mp1,M
p
2)×ModQ
†(Mp2,M
p
3)

◦ //ModQ†(Mp1,M
p
3)
(
ModQ†(Mp1,M
p
2)×ModQ
†(Mp2,M
p
3)
)
[(Q×Q)−1]
≀

// THQ†(M1,M3)
THQ†(M1,M2)× THQ
†(M2,M3)
◦
33gggggggggggggggggggggggg
L’identite´ IdM ∈ THQ
†(M,M) est de´finie par IdMp ∈ModQ
†(Mp,Mp). Les axiomes d’associa-
tivite´ et d’unite´ de´coulent de la proprie´te´ universelle de localisation.
2.3.2 Le pseudo-foncteur Γ
On de´finit ensuite un pseudo-foncteur Γ : ModQ† −→ THQ† comme suit. Pour les objets,
on pose : Γ = Id : Ob(ModQ†) → Ob(THQ†). Pour tout M,N ∈ ModQ†, le foncteur ΓM,N :
ModQ†(M,N ) −→ THQ†(M,N ) est de´fini par la compose´e :
ModQ†(M,N ) −→ModQ†(M,N )[Q−1] −→ModQ†(Mp,N )[Q−1] −→ModQ†(Mp,N p)[Q−1]
ou` la premie`re fle`che est le foncteur localisation γ, la deuxie`me, R˜∗M, est la pre´compostion par
γRM, et la troisie`me est le foncteur R˜♭N∗. Pour F ∈ModQ
†(M,N ), on a donc :
ΓM,N (F ) = (R˜
♭
N∗ ◦ R˜
∗
M)(γF ) = R˜
♭
N∗(γF ◦ γRM)
En particulier, lorsque M et N sont pre´sentables, on a ΓM,N (F ) = γ(F ). Par la suite, on s’abs-
tiendra souvent d’indiquer la pre´sence du foncteur γ, pour des raisons de lisibilite´. On utilisera
souvent le fait que : R∗M(G) ◦ F = G ◦RM ◦ F = G ◦RM∗(F ).
Soient Ri : M
p
i → Mi, i = 1, 2, 3, 4, les petites pre´sentations fixe´es et (R˜i∗, R˜
♭
i∗,ηi,εi) le
quadruplets fixe´s associe´s aux l’e´quivalences :
R˜i∗ : ModQ
†(Mpi−1,M
p
i )[Q
−1]
∼
⇄ModQ†(Mpi−1,Mi)[Q
−1] : R˜♭i∗
Le 2-isomorphisme uΓM1 : IdΓ(M1)
∼
−→ Γ(IdM1) est de´fini par
uΓM1 = η
1
IdM1
: IdM1
∼
−→ (R˜♭1∗ ◦ R˜1∗)(IdM1)
et le 2-isomorphisme mΓG,F : Γ(G) ◦ Γ(F )
∼
−→ Γ(G ◦ F ), naturel en F ∈ ModQ†(M1,M2) et en
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G ∈ModQ†(M2,M3), est le compose´ :
R˜♭3∗(G ◦R2) ◦ R˜
♭
2∗(F ◦R1)
η3
[R˜♭3∗(G◦R2)◦R˜♭2∗(F◦R1)]
(R˜♭3∗ ◦ R˜3∗)
(
R˜♭3∗(G ◦R2) ◦ R˜
♭
2∗(F ◦R1)
)
R˜♭3∗(ε3(G◦R2)◦R˜♭2∗(F◦R1))

R˜♭3∗
(
G ◦ (R˜2∗ ◦ R˜
♭
2∗)(F ◦R1)
)
R˜♭3∗(G◦ε2(F◦R1))

R˜♭3∗(G ◦ F ◦R1)
Les donne´es qui pre´ce`dent constituent un pseudo-foncteur Γ : ModQ† −→ THQ†. La ve´rification
des axiomes est situe´e a` la section A.1.
Proposition 2.3.1 Le pseudo-foncteur Γ : ModQ† −→ THQ† envoie les e´quivalences de Quillen
dans les e´quivalences.
De´monstration. Soit F ∈ModQ†(M1,M2) une e´quivalence de Quillen. Le 2-isomorphisme
ε2(F◦R1) : R˜2∗(Γ(F )) = (R˜2∗ ◦ R˜
♭
2∗)(F ◦R1)
∼
−→ F ◦R1
induit, pour tout N ∈ THQ†, un 2-isomorphisme
THQ†(N ,M1) = ModQ
†(N p,Mp1)[Q
−1]
R˜1∗ //
Γ(F )∗

ModQ†(N p,M1)[Q−1]
F˜∗

THQ†(N ,M2) = ModQ
†(N p,Mp2)[Q
−1]
R˜2∗
//
∼
/7gggggggggggggggggggg
gggggggggggggggggggg
ModQ†(N p,M2)[Q−1]
D’apre`s la proposition 2.2.9, les foncteurs R˜1∗, R˜2∗ et F˜∗ sont des e´quivalences de cate´gories. Il en
est donc de meˆme de Γ(F )∗, si bien que Γ(F ) est une e´quivalence de THQ
†. 
2.3.3 Proprie´te´ universelle
Cette section est consacre´e a` la ve´rification du re´sultat suivant.
The´ore`me 2.3.2 Le pseudo-foncteur Γ : ModQ† −→ THQ† est une pseudo-localisation de ModQ†
relativement aux e´quivalences de Quillen.
On commence par ve´rifier une partie de l’e´nonce´ qui pre´ce`de.
Proposition 2.3.3 Soit un pseudo-foncteur Φ : ModQ† −→ C envoyant les e´quivalences de
Quillen dans les e´quivalences. Il existe un pseudo-foncteur Φ˜ : THQ† −→ C et un isomorphisme
pseudo-naturel α : Φ˜ ◦ Γ
∼
−→ Φ tels que, pour tout objet M ∈ Ob(THQ†) = Ob(ModQ†), on a
Φ˜(M) = Φ(M) et αM = IdΦ(M).
De´monstration. Pour tout M ∈ ModQ†, le 1-morphisme Φ(RM) : Φ(Mp) → Φ(M) est une
e´quivalence de C. On choisit un quasi-inverse, note´ Φ(RM)
♯, et des 2-isomorphismes
ηΦ(RM) : Id ∼−→ Φ(RM) ◦ Φ(RM)♯ et εΦ(RM) : Φ(RM)♯ ◦ Φ(RM)
∼
−→ Id
tels que le quadruplet (Φ(RM)
♯,Φ(RM),ηΦ(RM),εΦ(RM)) constitue une adjonction.
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D’apre`s le corollaire 2.1.5 et la proposition 2.2.3, pour tout M,N ∈ ModQ†, ou` M est
pre´sentable, le foncteur ΦM,N transforme les homotopies de Quillen en isomorphismes. On note
Φ¯M,N l’unique foncteur tel que Φ¯M,N ◦ γ = ΦM,N . Pour construire Φ˜ et α, on conside`re le
diagramme (non commutatif) suivant :
ModQ†(M,N )
R∗M

γ
//
ΦM,N
++
ModQ†(M,N )[Q−1]
R˜∗M

C(Φ(M),Φ(N ))
ModQ†(Mp,N ) γ
//ModQ†(Mp,N )[Q−1]
R˜♭N∗

Φ¯Mp,N
// C(Φ(Mp),Φ(N ))
(Φ(RM)
♯)∗
OO
ModQ†(Mp,N p)
R♭N∗
OO
γ
//ModQ†(Mp,N p)[Q−1]
Φ¯Mp,Np
// C(Φ(Mp),Φ(N p))
Φ(RN )∗
OO
On construit le pseudo-foncteur Φ˜ : THQ† −→ C de la fac¸on suivante. Pour les objets, la
fonction Φ˜ : Ob(THQ†) −→ Ob(C) est e´gale a` Φ : Ob(ModQ†) −→ Ob(C). Pour M,N ∈ ModQ†,
le foncteur Φ˜M,N : THQ
†(M,N ) −→ C(Φ(M),Φ(N )) est de´fini par la compose´e :
ModQ†(Mp,N p)[Q−1] −→ C(Φ(Mp),Φ(N p)) −→ C(Φ(Mp),Φ(N )) −→ C(Φ(M),Φ(N ))
ou` la premie`re fle`che est le foncteur Φ¯Mp,Np , la deuxie`me le foncteur Φ(RN )∗, postcomposition
par Φ(RN ), et la troisie`me le foncteur (Φ(RM)
♯)∗, pre´composition par Φ(RM)
♯. Ainsi, Φ˜M,N est
l’unique foncteur tel que
Φ˜M,N ◦ γ = (Φ(RM)
−1)∗ ◦ Φ(RN )∗ ◦ ΦMp,Np
et pour tout F ∈ THQ†(Mp,N p), on a donc : Φ˜(F ) = Φ(RN ) ◦ Φ¯M,N (F ) ◦ Φ(RM)♯.
Le 2-isomorphisme uΦ˜M : IdΦ˜(M)
∼
−→ Φ˜(IdM) est le compose´ :
IdΦ(M)
∼
−→ Φ(RM) ◦ Φ(RM)
♯ ∼−→ Φ(RM) ◦ ΦMp,Mp(IdMp) ◦ Φ(RM)
♯
des 2-isomorphismes ηΦ(RM) et Φ(RM) ◦ uΦMp ◦ Φ(RM)♯.
THQ†(M1,M2)× THQ
†(M2,M3) //
Φ˜×Φ˜

THQ†(M1,M3)
Φ˜

ModQ†(Mp1,M
p
2)×ModQ
†(Mp2,M
p
3)
Φ×Φ

//
γ×γ
OO
ModQ†(Mp1,M
p
3)
Φ

γ
OO
C(Φ(Mp1),Φ(M
p
2))× C(Φ(M
p
2),Φ(M
p
3))
//
(Φ(R2))∗×(Φ(R3))∗

mΦ
/7ffffffffffffffffffffff
ffffffffffffffffffffff
C(Φ(Mp1),Φ(M
p
3))
(Φ(R3))∗

C(Φ(Mp1),Φ(M2))× C(Φ(M
p
2),Φ(M3))
(Φ(R1)
♯)∗×(Φ(R2)
♯)∗

C(Φ(Mp1),Φ(M3))
(Φ(R1)
♯)∗

C(Φ(M1),Φ(M2))× C(Φ(M2),Φ(M3)) //
ε˜
2:mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm C(Φ(M1),Φ(M3))
La transformation naturelle mΦ˜ est de´finie par
mΦ˜ =
[
[(Φ(R1)
♯)∗ ◦ (Φ(R3))∗ ◦m
Φ¯
]
∗ [ε˜ ◦ (Φ× Φ)]
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ou` ε˜ est la transformation naturelle en F ∈ C(Φ(Mp1),Φ(M
p
2)) et en G ∈ C(Φ(M
p
2),Φ(M
p
3)) :
ε˜G,F = Φ(R3) ◦G ◦ εΦ(R2) ◦ F ◦ Φ(R1)♯
et ou` mΦ¯ est l’unique transformation naturelle telle que mΦ¯ ◦ (γ × γ) = γ ◦mΦ.
Pour tout F ∈ ModQ†(Mp1,M
p
2), G ∈ ModQ
†(Mp2,M
p
3) et H ∈ ModQ
†(Mp3,M4), l’axiome
de composition de Φ induit, par la proprie´te´ universelle, le diagramme commutatif
Φ¯(H) ◦ Φ¯(G) ◦ Φ¯(F )
mΦ¯H,G◦Φ¯(F )

Φ¯(H)◦mΦ¯G,F // Φ¯(H) ◦ Φ¯(G ◦ F )
mΦ¯H,G◦F

Φ¯(H ◦G) ◦ Φ¯(F )
mΦ¯H◦G,F
// Φ¯(H ◦G ◦ F )
qui participe a` la ve´rification de l’axiome d’associativite´ de Φ˜.
Le 2-isomorphisme mΦ˜G,F : Φ˜(G) ◦ Φ˜(F )
∼
−→ Φ˜(G ◦ F ), naturel en F ∈ THQ†(M1,M2) et en
G ∈ THQ†(M2,M3), est donc le compose´ :
Φ(R3) ◦ Φ¯(G) ◦ Φ(R2)♯ ◦ Φ(R2) ◦ Φ¯(F ) ◦ Φ(R1)♯
Φ(R3)◦Φ¯(G)◦εΦ(R2)◦Φ¯(F )◦Φ(R1)♯

Φ(R3) ◦ Φ¯(G) ◦ Φ¯(F ) ◦ Φ(R1)♯
Φ(R3)◦mΦ¯G,F ◦Φ(R1)
♯

Φ(R3) ◦ Φ¯(G ◦ F ) ◦ Φ(R1)♯
Les donne´es qui pre´ce`dent constituent un pseudo-foncteur Φ˜ : THQ† −→ C. La ve´rification des
axiomes est situe´e a` la section A.2.
On construit maintenant un isomorphisme pseudo-naturelle α : Φ˜ ◦ Γ
∼
−→ Φ de la fac¸on sui-
vante. Pour tout M ∈ ModQ†, on pose αM = IdΦ(M) et pour tout F ∈ ModQ
†(M1,M2), le
2-isomorphisme naturel λ
α
F : (Φ˜ ◦ Γ)(F )
∼
−→ Φ(F ) est de´fini par la compose´e :
Φ(R2) ◦ Φ¯
(
R˜♭2∗(F ◦R1)
)
◦Φ(R1)♯
mΦ¯
γR2,R
♭
2∗
(F◦R1)
◦Φ(R1)
♯

Φ¯
(
(R˜2∗ ◦ R˜♭2∗)(F ◦R1)
)
◦ Φ(R1)♯
Φ¯(ε2(F◦R1))◦Φ(R1)♯

Φ(F ◦R1) ◦ Φ(R1)♯
(mΦF,R1 )
−1◦Φ(R1)
♯

Φ(F ) ◦ Φ(R1) ◦Φ(R1)♯
Φ(F )◦
(
ηΦ(R1)
)−1

Φ(F )
Les donne´es qui pre´ce`dent constituent une transformation pseudo-naturelle α : Φ˜ ◦Γ −→ Φ. La
ve´rification des axiomes est situe´e a` la section A.3. 
On en arrive maintenant a` la de´monstration du principal re´sultat de cette section.
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De´monstration (2.3.2). La proposition 2.3.1 indique que le pseudo-foncteur Γ : ModQ† −→ THQ†
envoie les e´quivalences de Quillen dans les e´quivalences. La proposition 2.3.3 montre que, pour
toute 2-cate´gorie C, le 2-foncteur Γ∗ : [THQ†,C] −→ [ModQ†,C]Q est essentiellement surjectif. Il
reste donc a` ve´rifier que, pour tout Ψ,Ψ′ ∈ [THQ†,C], le foncteur Γ∗Ψ,Ψ′ : [THQ
†,C](Ψ,Ψ′) −→
[ModQ†,C](Γ∗(Ψ),Γ∗(Ψ′)) est un isomorphisme.
Soit un 1-morphisme χ : Ψ → Ψ′, c’est-a`-dire une transformation pseudo-naturelle. Il re´sulte
du fait que Γ est l’identite´ sur les objets que, pour tout M ∈ ModQ†, on a Γ∗(χ)M = χM, donc
que les 1-morphismes structuraux de χ et Γ∗(χ) se de´terminent l’un l’autre. D’autre part, pour
tout M1,M2 ∈ModQ
†, on a λ
Γ∗(χ)
M1,M2 = λ
χ
M1,M2 ◦ Γ.
On e´tudie d’abord le cas ou` M1 = M
p
1. Par construction, on a un foncteur localisation γ :
ModQ†(Mp1,M
p
2)→ THQ
†(Mp1,M2) et pour tout G ∈ModQ
†(Mp1,M
p
2), un isomorphisme η2γG :
γG
∼
−→ R˜♭2∗R˜2∗(γG) = Γ(R2G). La naturalite´ de λ
χ
Mp1 ,M2
relativement a` l’isomorphisme η2γG
χM2 ◦Ψ(γG)
λ
χ
γG

χM2◦Ψ(η2γG)
∼
// χM2 ◦Ψ(R˜
♭
2∗R˜2∗(γG))
λ
χ
Γ(R2G)

χM2 ◦Ψ(Γ(R2G))
λ
Γ∗(χ)
R2G

Ψ′(γG) ◦ χMp1
Ψ′(η2
γG
)◦χ
M
p
1
∼ // Ψ′(R˜♭2∗R˜2∗(γG)) ◦ χMp1 Ψ
′(Γ(R2G)) ◦ χMp1
montre que λ
χ
Mp1,M2
est l’unique 2-morphisme tel que
λ
χ
Mp1 ,M2
◦ γ = [Ψ′(η2γ)−1 ◦ χMp1 ] ◦
[
λ
Γ∗(χ)
Mp1 ,M2
◦R2∗
]
◦ [χM2 ◦Ψ(η2γ)]
et donc que les 2-morphismes structuraux de χ sont de´termine´s par ceux de Γ∗(χ) lorsque M1 =
Mp1. On en de´duit, dans le cas ge´ne´ral, que, pour tout F ∈ THQ
†(M1,M2), l’axiome de compo-
sition pour la compose´e F ◦ Γ(R1) :M
p
1 −→M1 −→M2
χM2 ◦Ψ(F ) ◦Ψ(Γ(R1))
Id∗mΨF,Γ(R1)

λ
χ
F ∗Id // Ψ′(F ) ◦ χM1 ◦Ψ(Γ(R1))
Id∗λ
χ
Γ(R1) // Ψ′(F ) ◦Ψ′(Γ(R1)) ◦ χMp1
mΨ
′
F,Γ(R1)
∗Id

χM2 ◦Ψ(F ◦ Γ(R1))
λ
χ
F◦Γ(R1)
// Ψ′(F ◦ Γ(R1)) ◦ χMp1
de´termine le 2-morphisme λ
χ
F ◦Ψ(Γ(R1)). Comme Ψ(Γ(R1)) est une e´quivalence, on a un isomor-
phisme Id
∼
−→ Ψ(Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1))−1 et un diagramme commutatif
χM2 ◦Ψ(F )
λ
χ
F

∼ // χM2 ◦Ψ(F ) ◦Ψ(Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1))
−1
λ
χ
F ◦Ψ(Γ(R1))◦Ψ(Γ(R1))
−1

Ψ′(F ) ◦ χM1
∼ // Ψ′(F ) ◦ χM1 ◦Ψ(Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1))
−1
qui montrent que λ
χ
F est uniquement de´termine´ par les 2-morphismes structuraux de Γ
∗(χ). On a
ainsi ve´rifie´ que le foncteur Γ∗Ψ,Ψ′ est injectif sur les objets.
Soit un 1-morphisme χ′ : Γ∗(Ψ)→ Γ∗(Ψ′). On construit un 1-morphisme χ tel que Γ∗(χ) = χ′
de la fac¸on suivante. Pour tout M ∈ THQ†, on pose χM = χ′M. Pour de´finir λ
χ
M1,M2 , on proce`de
en deux temps. Dans le cas ou` M1 =M
p
1, on de´finit λ
χ
Mp1 ,M2
comme e´tant l’unique 2-morphisme
tel que
λ
χ
Mp1 ,M2
◦ γ = [Ψ′(η2γ)−1 ◦ χMp1 ] ◦ [λ
χ′
Mp1 ,M2
◦R2∗] ◦ [χM2 ◦Ψ(η2γ)]
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Comme Γ(R1) est une e´quivalence, on peut se fixer un quasi-inverse Γ(R1)
♯ et un isomorphisme
ηΓ(R1) : Id ∼−→ Γ(R1) ◦ Γ(R1)♯. On en tire un isomorphisme compose´ ηΨΓ(R1) :
Id
∼
uΨ
// Ψ(Id)
∼
Ψ(ηΓ(R1))
// Ψ(Γ(R1) ◦ Γ(R1)♯)
∼(
mΨ
Γ(R1),Γ(R1)
♯
)−1 // Ψ(Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1)♯)
On de´finit alors, pour tout F ∈ THQ†(M1,M2), le 2-isomorphisme λ
χ
F , comme le compose´ des
2-isomorphismes naturels en F :
χM2 ◦Ψ(F )
χM2◦Ψ(F )◦ηΨ(Γ(R1))

χM2 ◦Ψ(F ) ◦Ψ(Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1)
♯)
χM2◦m
Ψ
F,Γ(R1)
◦Ψ(Γ(R1)
♯)

χM2 ◦Ψ(F ◦ Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1)
♯)
λ
χ
F◦Γ(R1)
◦Ψ(Γ(R1)
♯)

Ψ′(F ◦ Γ(R1)) ◦ χMp1 ◦Ψ(Γ(R1)
♯)(
mΨ
′
F,Γ(R1)
)−1
◦χ
M
p
1
◦Ψ(Γ(R1)
♯)

Ψ′(F ) ◦Ψ(Γ(R1)) ◦ χMp1 ◦Ψ(Γ(R1)
♯)
Ψ′(F )◦
(
λ
χ
Γ(R1)
)−1
◦Ψ(Γ(R1)
♯)

Ψ′(F ) ◦ χM1 ◦Ψ(Γ(R1)) ◦Ψ(Γ(R1)
♯)
Ψ′(F )◦χM1◦
(
ηΨ(Γ(R1))
)−1

Ψ′(F ) ◦ χM1
Les donne´es qui pre´ce`dent constituent une transformation pseudo-naturelle χ : Ψ → Ψ′ : la
ve´rification des axiomes est situe´e a` la section A.4. Il est clair que Γ∗(χ)M = χ
′
M pour tout
M ∈ ModQ†. Il faut ve´rifier que, pour tout F ∈ ModQ†(M1,M2), on a λ
χ
Γ(F ) = λ
χ′
F . Via un
isomorphisme Id
∼
−→ Ψ(Γ(R1)) ◦ Ψ(Γ(R1))−1 et les axiomes d’associativite´ de χ et χ′, on se
rame`ne au cas ou` M1 = M
p
1. Soit F ∈ ModQ
†(Mp1,M2), et soit G ∈ ModQ
†(Mp1,M
p
2) tel que
γG = Γ(F ) = R˜♭2∗(γF ). Dans le diagramme
χM2 ◦Ψ(Γ(F ))
λ
χ
Γ(F )

χM2◦Ψ(η2γG)
∼
// χM2 ◦Ψ(Γ(R2G))
λ
χ′
R2G
χM2◦Ψ(R˜
♭
2∗(ε2γF ))
∼
// χM2 ◦Ψ(Γ(F ))
λ
χ
Γ(F )

Ψ′(Γ(F )) ◦ χMp1
Ψ′(η2
γG
)◦χ
M
p
1
∼ // Ψ′(Γ(R2G)) ◦ χMp1
Ψ′(R˜♭2∗(ε2γF ))◦χMp
1
∼ // Ψ′(Γ(F )) ◦ χMp1
le carre´ gauche est commutatif par de´finition de λ
χ
. Les compose´s horizontales sont les fle`ches
identite´s, par les identite´s triangulaires, si bien que le carre´ droit est e´galement commutatif. Mais
le diagramme
χM2 ◦Ψ(Γ(R2G))
λ
χ′
R2G 
χM2◦Ψ(R˜
♭
2∗(ε2γF ))
∼
// χM2 ◦Ψ(Γ(F ))
λ
χ′
F
Ψ′(Γ(R2G)) ◦ χMp1
Ψ′(R˜♭2∗(ε2γF ))◦χMp
1
∼ // Ψ′(Γ(F )) ◦ χMp1
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est aussi commutatif. Cela re´sulte de la naturalite´ de λ
χ′
F et de l’existence d’un zigzag d’homotopies
de Quillen entre F et R2G dans ModQ
†(Mp1,M2) re´alisant le 2-isomorphisme ε2γF via γ. Ceci
ache`ve de montrer que Γ∗(χ) = χ′.
Ainsi, on a ve´rifie´ que le foncteur Γ∗Ψ,Ψ′ est bijectif sur les objets. Il reste a` montrer qu’il est
pleinement fide`le.
Soit un 2-morphisme θ : χ → χ′, c’est-a`-dire une modification, de [THQ†,C](Ψ,Ψ′). Comme
Γ∗(θ)M = θM pour tout M ∈ ModQ
†, il est clair que Γ∗Ψ,Ψ′ est fide`le. Soient χ et χ
′ deux mor-
phismes de [THQ†,C](Ψ,Ψ′) et un 2-morphisme θ′ : Γ∗(χ) → Γ∗(χ′). On de´finit un 2-morphisme
θ : χ → χ′ tel que Γ∗(θ) = θ′ en posant, pour tout M ∈ THQ†, θM = θ′M et en ve´rifiant la
commutativite´ du diagramme
χM2 ◦Ψ(F )
λ
χ
F //
θM2∗Id

Ψ′(F ) ◦ χM1
Id∗θM1

χ′M2 ◦Ψ(F )
λ
χ′
F
// Ψ′(F ) ◦ χ′M1
pour tout F ∈ THQ†(M1,M2). A nouveau, via un isomorphisme Id
∼
−→ Ψ(Γ(R1)) ◦ Ψ(Γ(R1))−1
et l’axiome d’associativite´ de χ et χ′, on se rame`ne au cas ou` M1 = M
p
1. En choisissant G ∈
ModQ†(Mp1,M
p
2) tel que γG = F et en utilisant l’isomorphisme η2γG : γG
∼
−→ R˜♭2∗R˜2∗(γG) =
Γ(R2G), la commutativite´ de´coule du fait que Γ
∗(θ) = θ′ est une modification. Le foncteur Γ∗Ψ,Ψ′
est ainsi pleinement fide`le, et donc une e´quivalence. Ceci ache`ve la de´monstration. 
2.3.4 Autres proprie´te´s
On note CATad la sous-2-cate´gorie de CAT ayant les adjonctions pour 1-morphismes. On a
un pseudo-foncteur Ho : ModQ† −→ CATad qui associe a` une cate´gorie mode`le M ∈ ModQ
†
sa cate´gorie homotopique Ho(M), et a` un morphisme F : M → N de ModQ† l’adjonction de
foncteurs de´rive´s totaux L(F ) : Ho(M)⇄ Ho(N ) : R(F ♭).
Le pseudo-foncteur Ho envoie les e´quivalences de Quillen dans les e´quivalences, donc, d’apre`s
la proposition 2.3.3, il existe un pseudo-foncteur H˜o : THQ† −→ CATad et un isomorphisme
pseudo-naturel α : H˜o ◦ Γ
∼
−→ Ho.
Proposition 2.3.4 Un morphisme F : M → N de ModQ† est une e´quivalence de Quillen si et
seulement si Γ(F ) est une e´quivalence de THQ†.
De´monstration. La proposition 2.3.1 indique que si F est une e´quivalence de Quillen, alors Γ(F )
est une e´quivalence. Re´ciproquement, si Γ(F ) est une e´quivalence, alors Ho(F ) ≃ H˜o(Γ(F )) est
aussi une e´quivalence et F est donc une e´quivalence de Quillen. 
Deux cate´gories mode`les M et N sont dites Quillen-e´quivalentes si elles sont connecte´es par
un zigzag d’e´quivalences de Quillen.
Proposition 2.3.5 Deux cate´gories mode`les M et N de ModQ† sont Quillen-e´quivalentes si et
seulement si Γ(M) et Γ(N ) sont e´quivalentes dans THQ†.
De´monstration. Si Γ(M) et Γ(N ) sont e´quivalentes, il en va de meˆme Γ(Mp) et Γ(N p). Comme
le foncteur ΓMp,Np = γ : ModQ
†(Mp,N p) −→ THQ†(Γ(Mp),Γ(N p)) est surjectif, il existe un
morphisme F : Mp → N p qui induit l’e´quivalence de Γ(Mp) vers Γ(N p), et qui doit donc eˆtre
une e´quivalence de Quillen d’apre`s la proposition 2.3.4. On obtient ainsi un zigzag d’e´quivalences
de Quillen
M Mp
RMoo F // N p
RN // N
La re´ciproque de´coule imme´diatemet de la proposition 2.3.4. 
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On pre´cise maintenant la nature des troncations de la pseudo-localisation de ModQ† relative-
ment aux e´quivalences de Quillen.
Proposition 2.3.6 La 1-troncation π0(Γ) : π0(ModQ
†) −→ π0(THQ
†) de la pseudo-localisation
de ModQ† relativement aux e´quivalences de Quillen est une localisation de π0(ModQ
†) relativement
aux e´quivalences de Quillen.
De´monstration. Cela re´sulte du the´ore`me 2.3.2 et de la proposition 1.2.3, en notant que le pseudo-
foncteur Γ : ModQ† −→ THQ† est l’identite´ sur les objets. 
Proposition 2.3.7 La pseudo-troncation πiso0 (Γ) : π
iso
0 (ModQ
†) −→ πiso0 (THQ
†) de la pseudo-
localisation de ModQ† relativement aux e´quivalences de Quillen est une localisation de πiso0 (ModQ
†)
relativement aux e´quivalences de Quillen.
De´monstration. Soient une cate´gorie C et un foncteur Φ : πiso0 (ModQ
†) −→ C envoyant les
e´quivalences de Quillen dans les isomorphismes. On remarque d’abord que pour tout M,N ∈
ModQ†, on a πiso0 (THQ
†)(M,N ) = πiso0 (ModQ
†(Mp,N p)[Q−1]) = ModQ†◦(M
p,N p)/∼, ou`
F ∼ G ∈ ModQ†◦(M
p,N p) si et seulement si F et G sont Quillen-homotopes. Par la version
cylindrique de la proposition 2.1.4, l’argument habituel montre qu’alors Φ(F ) = Φ(G), si bien
qu’il existe une unique application Φ¯M,N : π
iso
0 (THQ
†)(M,N ) −→ C(Φ(Mp),Φ(N p)) tel que
Φ¯M,N ◦ πiso0 (Γ)Mp,Np = ΦMp,Np .
On de´finit un foncteur Φ˜ : πiso0 (THQ
†) −→ C en posant Φ˜ = Φ : Ob(πiso0 (THQ
†)) −→ Ob(C),
et pour tout F ∈ πiso0 (THQ
†)(M,N ) : Φ˜(F ) = Φ(RN ) ◦ Φ¯(F ) ◦ Φ(RM)♯.
Pour F ∈ModQ†(M,N ), les morphismesRN ◦R˜♭N∗(F◦RM) et F◦RM sont Quillen-homotopes,
donc Φ(RN ) ◦Φ(R˜♭N∗(F ◦RM)) = Φ(F ) ◦Φ(RM), soit Φ(F ) = Φ(RN ) ◦ Φ¯(π
iso
0 (Γ)(F )) ◦Φ(RM)
♯.
Comme πiso0 (Γ) est l’identite´ sur les objets, on a bien Φ˜ ◦ π
iso
0 (Γ) = Φ.
Enfin, soit un foncteur Ψ : πiso0 (THQ
†) −→ C ve´rifiant Ψ ◦ πiso0 (Γ) = Φ. D’une part Φ˜ et Ψ
co¨ıncident sur les objets du fait que πiso0 (Γ) est l’identite´ sur les objets. D’autre part, pour F ∈
πiso0 (THQ
†)(M,N ), il existe F¯ ∈ModQ†◦(M
p,N p) tel que F = πiso0 (Γ)(RN ◦ F¯ ) ◦ π
iso
0 (Γ)(RM)
♯,
ce qui implique que Ψ(F ) = Φ˜(F ). On a ainsi montre´ Ψ = Φ˜. 
Corollaire 2.3.8 On suppose que la sous-2-cate´gorie ModQ† ⊂ModQc est stable par e´quivalence.
Le foncteur compose´ ModQ†◦ −→ π
iso
0 (ModQ
†) −→ πiso0 (THQ
†) est une localisation de ModQ†◦
relativement aux e´quivalences de Quillen.
De´monstration. Comme les e´quivalences de ModQ† sont des e´quivalences de Quillen, il suffit,
compte tenu de la proposition 2.3.7, de ve´rifier que ModQ†◦ −→ π
iso
0 (ModQ
†) est la localisation
de ModQ†◦ relativement aux e´quivalences. Par la proposition 1.2.4, il suffit de ve´rifier que tout
objet de ModQ†◦ posse`de une cotensorisation par I = (0 ⇄ 1). Soient M,N ∈ ModQ
†. Soit MI
la cate´gorie des foncteurs de I dans M. Via l’e´quivalence e0 :M
I →M, on constate que MI est
munie d’une structure de cate´gorie mode`le dont les fibrations, cofibrations et e´quivalences faibles
sont de´finies argument par argument. Soient F,G ∈ModQ†◦(N ,M). Il est clair que la donne´e d’un
2-isomorphisme τ : F → G de ModQ† est e´quivalente a` la donne´e d’un foncteur Hτ : N →MI tel
que e0 ◦Hτ = F et e1 ◦Hτ = G. Or, un tel foncteur de´termine toujours un morphisme de ModQ
†
◦.
En effet, d’une part il posse`de un adjoint a` droite qui associe a` f : M0
∼
→ M1 ∈ MI le produit
fibre´ de F ♭(f) : F ♭(M0) −→ F ♭(M1) et de τ¯ : G♭(M1) −→ F ♭(M1) (ou` τ¯ de´signe le conjugue´ de
τ), et d’autre part l’identite´ e0 ◦Hτ = F montre qu’il est alors un foncteur de Quillen a` gauche.
On a ainsi un isomorphisme CAT(I,ModQ†(N ,M)) ≃ModQ†(N ,MI) qui montre que le mode`le
MI est la cotensorisation de M par I dans ModQ†. 
2.4 Variantes
Dans cette section, on indique brie`vement comment les constructions des sections qui pre´ce`dent
peuvent eˆtre adapte´es, d’une part aux mode`les pointe´s et aux mode`les stables, et d’autre part aux
mode`les simpliciaux et aux mode`les spectraux.
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2.4.1 Mode`les pointe´s et mode`les stables
On note ModQ∗ et ModQst les sous-2-cate´gories de ModQ constitue´es des mode`les de Quillen
pointe´s et des mode`les de Quillen stables respectivement.
L’inclusion ModQ∗ →֒ ModQ posse`de un 2-adjoint a` gauche Φ∗ : ModQ → ModQ∗ tel que,
pour tout M ∈ModQ, Φ∗(M) = ∗/M, la cate´gorie des objets en-dessous de l’objet terminal ∗ de
M. L’unite´ de la 2-adjonction Φ∗ : ModQ ⇄ ModQ∗ est l’adjonction de Quillen M ⇄ Φ∗(M),
dont l’adjoint a` gauche est de´fini, pour tout M ∈ M, par M 7→M+ = M ∐ ∗.
Pour toute petite cate´gorie C, on note U∗(C) la cate´gorie S
Cop
∗ des pre´faisceaux en ensembles
simplicaux pointe´s sur C, que l’on munie de la structure de mode`le projective. Pour C une petite
cate´gorie et S un ensemble de morphisme de U(C), on a un isomorphisme de mode`le Φ∗(U(C)/S) ≃
U∗(C)/S+.
De´finition 2.4.1 Une cate´gorie mode`le de la forme U∗(C)/S+, ou` C est une petite cate´gorie
et S un ensemble de morphisme de U(C), est dite pre´sentable pointe´e. Une petite pre´sentation
pointe´e d’une cate´gorie mode`le pointe´eM est la donne´e d’une cate´gorie mode`le pre´sentable pointe´e
U∗(C)/S+ et d’une e´quivalence de Quillen U∗(C)/S+ −→M.
Par la proposition [D3, Prop. 4.7(a)], on a :
Proposition 2.4.2 Tout mode`le pointe´ combinatoire posse`de une petite pre´sentation pointe´e. 
Pour tout M ∈ ModQc et N ∈ ModQc∗, l’isomorphisme ModQ∗(Φ∗(M),N ) ≃ModQ(M,N )
pre´serve les homotopies de Quillen, si bien que l’on a un isomorphisme des localisations relativement
aux homotopies de Quillen ModQ∗(Φ∗(M),N )[Q−1] ≃ModQ(M,N )[Q−1].
Proposition 2.4.3 Soit une e´quivalence de Quillen G :M→N dans ModQc∗. Pour tout mode`le
pre´sentable pointe´ P de ModQc∗, le foncteur G˜∗ : ModQ∗(P ,M)[Q
−1] −→ ModQ∗(P ,N )[Q−1]
est une e´quivalence de cate´gorie.
De´monstration. On a P = U∗(C)/S+ ≃ Φ∗(U(C)/S) pour une petite cate´gorie C et un ensemble
S de morphisme de U(C), donc la proposition de´coule de la proposition 2.2.9 par l’isomorphisme
induit par la 2-adjonction Φ∗ : ModQ⇄ModQ∗ de´crit ci-dessus. 
Soit maintenant ModQ†∗ une sous-2-cate´gorie pleine de ModQ
c
∗ satisfaisant les conditions sui-
vantes :
– tout mode`le M ∈ModQ†∗ posse`de une petite pre´sentation pointe´e dans ModQ
†
∗,
– pour tout mode`le pre´sentableM ∈ModQ†∗, le mode`le cylindre Cyl(M) appartient a` ModQ
†
∗.
Compte tenu des e´nonce´s ci-dessus et de la remarque 2.1.2, il est possible de reproduire pour
ModQ†∗ les re´sultats de la section 2.3, en particulier la construction d’une pseudo-localisation
Γ : ModQ†∗ −→ THQ
†
∗ de ModQ
†
∗ relativement aux e´quivalences de Quillen.
Les conditions sont ve´rifie´es par la 2-cate´gorie ModQc∗, ainsi que par sa sous-2-cate´gorie pleine
ModQcst.
2.4.2 Mode`les simpliciaux et mode`les spectraux
Soient V une cate´gorie mode`le mono¨ıdale combinatoire [Ho1], et V-ModQc la 2-cate´gorie des
V-cate´gories mode`les combinatoires.
Pour toute petite cate´gorie C, on note UV(C) la cate´gorie VC
op
des foncteurs contravariants de
C dans V , que l’on munie de la structure de mode`le projective.
De´finition 2.4.4 Une V-cate´gorie mode`le de la forme UV(C)/S, ou` C est une petite cate´gorie
et S un ensemble de morphisme UV(C), est dite V-pre´sentable. Une petite V-pre´sentation d’une
V-cate´gorie mode`le M est la donne´e d’une V-cate´gorie mode`le V-pre´sentable UV(C)/S et d’une
e´quivalence de Quillen UV(C)/S −→M dans V-ModQ
c.
SoientM une V-cate´gorie mode`le et C une petite cate´gorie. On a une e´quivalence de cate´gories
CocontV(UV(C),M) ⇄ MC , entre la cate´gorie des V-foncteurs cocontinus de U(C) dans M
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et la cate´gorie des foncteurs de C dans M, qui se restreint en une e´quivalence de cate´gories
V-ModQ(UV(C),M) ⇄ MCc dont le but est la sous-cate´gorie pleine de M
C constitue´e des cofi-
brants injectifs, et qui fait correspondre aux homotopies de Quillen les e´quivalences faibles argument
par argument.
Une de´monstration similaire (mais plus simple) a` celle de la proposition 2.2.8 prouve alors la
proposition suivante.
Proposition 2.4.5 Soient M un V-mode`le combinatoire, C une petite cate´gorie et S ⊂ UV(C)
un ensemble de morphisme. Les foncteurs T ∗ : V-ModQ(UV(C)/S,M) →֒ V-ModQ(UV(C),M) et
F 7→ FC(hCV ) : V-ModQ(U(C),M)→M
C induisent un plongement et une e´quivalence
V-ModQ(UV(C)/S,M)[Q
−1]

 // V-ModQ(UV(C),M)[Q−1]
∼ // Ho(MC)
au niveau des cate´gories localise´es relativement aux homotopies de Quillen et aux e´quivalences
faibles projectives respectivement. 
De cette dernie`re proposition, on de´duit (cf. proposition 2.2.9) :
Proposition 2.4.6 Soit une e´quivalence de Quillen G : M → N dans V-ModQc. Pour tout V-
mode`le V-pre´sentable P, le foncteur G˜∗ : V-ModQ(P ,M)[Q−1] −→ V-ModQ(P ,N )[Q−1] est une
e´quivalence de cate´gorie. 
Soit alors V-ModQ† une sous-2-cate´gorie pleine de V-ModQc satisfaisant les conditions sui-
vantes :
– tout mode`le M ∈ V-ModQ† posse`de une petite V-pre´sentation dans V-ModQ†,
– pour tout mode`le V-pre´sentable M ∈ V-ModQ†, le mode`le cylindre Cyl(M) appartient a`
V-ModQ†.
Compte tenu des e´nonce´s ci-dessus et de la remarque 2.1.2, il est possible de reproduire pour
V-ModQ† les re´sultats de la section 2.3, en particulier la construction d’une pseudo-localisation
Γ : V-ModQ† −→ V-ModQ† de V-ModQ† relativement aux e´quivalences de Quillen.
On se restreint maintenant aux cas ou` V est la cate´gorie mode`le S des ensembles simpliciaux
ou la cate´gorie mode`le SpΣ = SpΣ(S;S1) des spectres syme´triques.
Proposition 2.4.7 Tout mode`le simplicial combinatoire posse`de une petite S-pre´sentation dans S-
ModQc. Tout mode`le spectral combinatoire posse`de une petite SpΣ-pre´sentation dans SpΣ-ModQc.
De´monstration. La premie`re assertion re´sulte de la proposition [D1, Prop. 2.3] (cf. e´galement la
proposition [D3, Prop. 5.4]). La deuxie`me assertion est prouve´e dans la de´monstration de [D3,
Prop. 6.4]). 
Les conditions ci-dessus sont donc ve´rifie´es par les 2-cate´gories S-ModQc et SpΣ-ModQc, ainsi
que par la sous-2-cate´gorie pleine S-ModQcst de S-ModQ
c constitue´e des mode`les simpliciaux
stables combinatoires.
Proposition 2.4.8 Les pseudo-foncteurs S-THQc −→ THQc et SpΣ-THQc −→ S-THQcst, induits
par les 2-foncteurs de changement de base, sont des bie´quivalences.
De plus, les constructions de [Ho2] permettent d’obtenir un pseudo-foncteur S˜pΣ : S-THQc −→
S-THQcst bi-adjoint a` gauche de l’inclusion S-THQ
c
st →֒ S-THQ
c.
De´monstration. Du the´ore`me [D2, Theorem 1.1] (cf. the´ore`me 2.2.2) et de [D3, §6.1], il de´coule que
les pseudo-foncteurs S-THQc −→ THQc et SpΣ-THQc −→ S-THQcst sont 2-essentiellement surjec-
tifs. Pour montrer que le premier est e´galement une e´quivalence locale, on est amene´ a` ve´rifier que,
pour tout S-pre´sentable M ∈ S-ModQc, pour toute petite cate´gorie C et tout ensemble de mor-
phisme S ⊂ US(C) = U(C), le foncteur S-ModQ(U(C)/S,M)[Q
−1] −→ModQ(U(C)/S,M)[Q−1]
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est une e´quivalence de cate´gorie. Des propositions 2.2.8 et 2.4.5, on tire le diagramme commutatif
suivant :
S-ModQ(U(C)/S,M)[Q−1]


 // S-ModQ(U(C),M)[Q−1]

∼ // Ho(MC)
ModQ(U(C)/S,M)[Q−1]

 //ModQ(U(C),M)[Q−1]
∼ // Ho(MC)
dont l’e´quivalence de cate´gorie requise se de´duit de la meˆme fac¸on que dans la de´monstration de
la proposition 2.2.9. On ve´rifie de meˆme que le pseudo-foncteur SpΣ-THQc −→ S-THQcst est une
e´quivalence locale. 
3 De´rivateurs
3.1 Pre´de´rivateurs, de´rivateurs
On rappelle dans cette section des de´finitions et re´sultats concernant la notion de de´rivateur,
de´taille´s dans [M] et [C1, C2].
De´finition 3.1.1 Un pre´de´rivateur (de domaine Cat) est un 2-foncteur Cat◦ −→ CAT, ou` Cat◦
est la 2-cate´gorie de´duite de Cat en inversant le sens des 1-morphismes et des 2-morphismes.
On note PDer la 2-cate´gorie dont les objets sont les pre´de´rivateurs, les 1-morphismes les trans-
formations pseudo-naturelles, et les 2-morphismes les modifications.
Ainsi, un pre´de´rivateur D associe a` une petite cate´gorie A une cate´gorie D(A), a` un foncteur
u : A → B un foncteur u∗ : D(B) → D(A), et a` une transformation naturelle α : u ⇒ v une
transformation naturelle α∗ : v∗ ⇒ u∗.
Tout pre´de´rivateur D de´termine un pre´de´rivateur oppose´ D◦ tel que D◦(A) = D(Aop)op pour
tout A ∈ Cat.
On utilise dans la suite la construction que voici. Soit un 2-morphisme de CAT
C
f

k // C′
f ′

D
l
//
θ
:B
}}}}}}}
D′
tel que f et f ′ posse`dent chacun un adjoint a` gauche, note´s g et g′ respectivement, avec
η : Id −→ f ◦ g ε : g ◦ f −→ Id η′ : Id −→ f ′ ◦ g′ ε′ : g′ ◦ f ′ −→ Id
pour morphismes d’adjonction. On tire de cette situation un nouveau 2-morphisme
C
k // C′
D
g
OO
l
// D′
g′
OO
θ¯
\dAAAAAAA
ou` θ¯ = (g′ ◦ l ◦ η) ◦ (g′ ◦ θ ◦ g) ◦ (ε′ ◦ k ◦ g) : g′ ◦ l −→ g′ ◦ l ◦ f ◦ g −→ g′ ◦ f ′ ◦ k ◦ g −→ k ◦ g.
On commence par utiliser cette construction dans la situation suivante. Pour tout A ∈ Cat et
a ∈ A, on note iA,a : e → A le foncteur de source la cate´gorie ponctuelle et de valeur a. Soient
u : A→ B dans Cat et b ∈ B. On note b/A la cate´gorie dont les objets sont les couples (a, f) tels
26
que a ∈ A et f : b → u(a) ∈ B, et ju,b : b/A → A le foncteur envoyant le couple (a, f) sur a. Les
morphismes structuraux des objets de b/A de´finissent un 2-morphisme αu,b : u ◦ ju,b → iB,b ◦ pb/A
b/A
pb/A

ju,b // A
u

e
iB,b
//
αu,b
:B
||||||||
B
Soit D un pre´de´rivateur. Si les foncteurs u∗ et (pb/A)
∗ posse`dent chacun un adjoint a` gauche, note´
respectivement u! et (pb/A)!, la construction ci-dessus applique´e au 2-morphisme (αu,b)
∗ de´finit le
2-morphisme de changement de base cu,b : (pb/A)! ◦ j
∗
u,b −→ i
∗
B,b ◦ u!
D(b/A)
(pb/A)!

cu,b
$,P
PP
PP
PP
PP
PP
P
PP
PP
PP
PP
PP
PP
D(A)
j∗u,boo
u!

D(e) D(B)
i∗B,b
oo
De´finition 3.1.2 Un de´rivateur faible a` droite est un pre´de´rivateur D satisfaisant aux axiomes
suivants :
Der 1 (a) D(∅) = e, la cate´gorie finale ;
(b) Pour tout A,B ∈ Cat, le foncteur induit par les foncteurs canoniques A→ A∐B et B → A∐B :
D(A ∐B) −→ D(A) × D(B)
est une e´quivalence de cate´gories.
Der 2 La famille des foncteurs i∗A,a : D(A) −→ D(e), a ∈ A, est conservative (i.e. refle`te les
isomorphismes).
Der 3d Pour tout u : A→ B dans Cat, le foncteur u∗ : D(B)→ D(A) posse`de un adjoint a` gauche
u! : D(A)→ D(B).
Der 4d Pour tout u : A → B dans Cat et b ∈ B, le morphisme de changement de base cu,b :
(pb/A)! ◦ j
∗
u,b −→ i
∗
B,b ◦ u! est un isomorphisme.
Soient F : D→ D′ un morphisme de PDer entre de´rivateurs faibles a` droite et u : A→ B dans
Cat. La construction de´veloppe´e plus haut applique´e au diagramme commutatif
D(A)
F // D′(A)
D(B)
F
//
u∗
OO
D
′(B)
u∗
OO
de´finit un 2-morphisme u! ◦ F → F ◦ u!.
De´finition 3.1.3 Un morphisme F : D → D′ entre de´rivateur faible a` droite est cocontinu si,
pour tout u : A→ B dans Cat, le 2-morphisme u! ◦ F → F ◦ u! ci-dessus est un isomorphisme. On
note Derd la sous-2-cate´gorie de PDer constitue´e des de´rivateurs faible a` droite et des morphismes
cocontinus.
On de´finit dualement la notion de de´rivateur faible a` gauche, ve´rifiant, outre les axiomes Der 1
et Der 2, les axiomes Der 3g et Der 4g duaux des axiomes Der 3d et Der 4d. Un pre´de´rivateur
D est un de´rivateur faible a` gauche si et seulement si son oppose´ D◦ est un de´rivateur faible a`
droite.
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De´finition 3.1.4 Un de´rivateur est un pre´de´rivateur qui est un de´rivateur faible a` droite et a`
gauche. On note Der la sous-2-cate´gorie pleine de PDer constitue´e des de´rivateurs.
On de´signe parDerad la 2-cate´gorie dont les objets sont les de´rivateurs et dont les 1-morphismes
sont les adjonctions entre ceux-ci. On constate facilement qu’un adjoint a` gauche est cocontinu, si
bien que l’on a un 2-foncteur “oubli de l’adjoint a` droite” Derad → Der
d.
3.2 De´rivateur d’un mode`le de Quillen
On de´crit dans cette section un pseudo-foncteur de la 2-cate´gorie des the´ories homotopiques
de Quillen combinatoires dans celle des de´rivateurs. On rappelle pour cela la construction de [C1]
d’un pseudo-foncteur Φ : ModQ −→ Derad de la 2-cate´gorie des mode`les de Quillen dans celle des
de´rivateurs.
Pour toute cate´gorie mode`le M, on de´finit un 2-foncteur Φ(M) : Cat◦ −→ CAT de la fac¸on
suivante. Pour toute petite cate´gorie C, on pose Φ(M)(C) = Ho(MC
op
), la cate´gorie localise´e
de MC
op
relativement aux e´quivalences faibles argument par argument. Pour tout foncteur u :
A→ B ∈ Cat, le foncteur Φ(M)(u) : Ho(MB
op
) −→ Ho(MA
op
) est induit par le foncteur (uop)∗ :
MB
op
−→ MA
op
, qui pre´serve les e´quivalences faibles. Une transformation naturelle α : u ⇒ v
induit alors une transformation naturelle Φ(M)(α) : Φ(M)(v)⇒ Φ(M)(u) de manie`re e´vidente.
Il est de´montre´ dans [C1] que le pre´de´rivateur ainsi de´fini est un de´rivateur. A titre indicatif,
lorsque la cate´gorie mode`leM est combinatoire, la cate´gorieMC
op
peut eˆtre munie de la structure
de mode`le projective, ce qui assure l’existence de Ho(MC
op
) et que le foncteur (uop)∗ :MB
op
−→
MA
op
est un foncteur de Quillen a` droite. On en de´duit facilement les axiomes Der 1, Der 2 et
Der 3d.
Pour tout morphisme F :M→ N de ModQ et toute petite cate´gorie C, on a une adjonction
de foncteurs de´rive´s totaux L(FC
op
) : Ho(MC
op
) ⇄ Ho(NC
op
) : R(F ♭C
op
) qui de´termine un
morphisme Φ(F ) : Φ(M) −→ Φ(N ) de Derad. Tout 2-morphisme τ : F → G de ModQ de´termine
e´galement ainsi un 2-morphisme Φ(τ) : Φ(F ) −→ Φ(G) de Derad. Cette proce´dure de´finit un
pseudo-foncteur Φ : ModQ −→ Derad qui envoie les e´quivalences de Quillen dans les e´quivalences.
Du the´ore`me 2.3.2, on de´duit l’existence d’un pseudo-foncteur Φ˜ : THQc −→ Derad et d’un
isomorphisme pseudo-naturel α : Φ˜ ◦ Γ
∼
−→ Φ, de´termine´s a` isomorphisme pseudo-naturel unique
pre`s. Par la proposition 2.3.3, on peut choisir Φ˜ et α tels que Φ˜(M) = Φ(M) et αM = IdΦ(M).
Soient C une petite cate´gorie et S un ensemble de morphisme de U(C). On note HC pour
Φ(U(C)) et HC,S pour Φ(U(C)/S). Le morphisme T : U(C) −→ U(C)/S de ModQ
c induit un
morphisme Φ(T ) : HC −→ HC,S de Derad. On remarque pour la suite que la co-unite´ de cette
dernie`re adjonction de Der est un isomorphisme, et que la classe image inverse des isomorphismes
par le foncteur Φ(T )(e) : HC(e) −→ HC,S(e) n’est autre que la classe des S-e´quivalences dans
HC(e).
3.3 Une e´quivalence locale
Soient D un de´rivateur faible a` droite et C ∈ Cat. On note a` nouveau hC l’objet de HC(Cop) =
Ho(U(C)C) associe´ au foncteur de Yoneda. Un morphisme F : HC → D de´termine un foncteur
F (Cop) : HC(C
op) −→ D(Cop). On en tire un foncteur
Derd(HC ,D) −→ D(C
op) F 7→ F (Cop)(hC)
On a le the´ore`me de repre´sentation suivant, qui est une spe´cialisation de [C2, Corollaire 3.26].
The´ore`me 3.3.1 [C2] Pour tout D ∈ Der et tout C ∈ Cat, le foncteur Derd(HC ,D) −→ D(Cop)
est une e´quivalence de cate´gorie. 
Ce the´ore`me est le principal outil dans la ve´rification du re´sultat suivant.
The´ore`me 3.3.2 Le pseudo-foncteur Φ˜ : THQc −→ Derad est une e´quivalence locale.
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De´monstration. On doit ve´rifier que, pour tout N ,M ∈ THQc, le foncteur
Φ˜N ,M : THQ
c(N ,M) −→ Derad(Φ˜(N ), Φ˜(M))
est une e´quivalence de cate´gorie. Comme l’e´quivalence de Quillen RN : N p → N induit une
e´quivalence dans THQc, via Γ, et dans Derad, via Φ˜, on peut supposer que N est pre´sentable. La
meˆme remarque s’applique a` M. Il s’agit donc de montrer que pour tout C ∈ Cat, tout ensemble
de morphisme S ⊂ U(C) et tout M ∈ THQc pre´sentable, le foncteur
Φ˜U(C)/S,M : THQ
c(U(C)/S,M) −→ Derad(HC,S , Φ˜(M))
est une e´quivalence de cate´gorie.
On conside`re d’abord le cas particulier S = ∅. Dans le diagramme suivant, le carre´ de gauche
est commutatif et le carre´ de droite est un 2-isomorphisme induit par une re´solution cofibrante de
hC dans U(C)C :
ModQc(U(C),M)

γ
// THQc(U(C),M)
≀

Φ˜ // Derd(HC , Φ˜(M))
≀

∼
rz lll
lll
lll
lll
l
lll
lll
lll
lll
l
MC γ
// Ho
(
MC
)
Φ˜(M)(Cop)
L’e´quivalence centrale est celle de la proposition 2.2.8 et l’e´quivalence de droite celle du the´ore`me
3.3.1 ci-dessus. Il s’en suit que la compose´e
THQc(U(C),M)
Φ˜ // Derad(HC , Φ˜(M))

 // Derd(HC , Φ˜(M))
dont le second foncteur est le plongement “oubli de l’adjoint a` droite”, est une e´quivalence, si bien
que Φ˜U(C),M : THQ
c(U(C),M) −→ Derad(HC , Φ˜(M)) est e´galement une e´quivalence.
On revient maintenant au cas ge´ne´ral. Du morphisme T : U(C) −→ U(C)/S ∈ModQc, on tire
le diagramme suivant :
ModQc(U(C)/S,M)
T∗

γ
// THQc(U(C)/S,M)
Γ(T )∗

Φ˜ // Derad(HC,S, Φ˜(M))
Φ(T )∗


 //
∼
qy kkkk
kkk
kkk
kkk
kk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
PDer(HC,S , Φ˜(M))
Φ(T )∗

ModQc(U(C),M)
γ
// THQc(U(C),M)
Φ˜
// Derad(HC , Φ˜(M))

 // PDer(HC , Φ˜(M))
Le carre´ central est compose´ des 2-isomorphismes Φ(T )∗ ≃ Φ˜(Γ(T ))∗ et mΦ˜T,− : Φ˜(Γ(T ))
∗ ◦ Φ˜
∼
−→
Φ˜ ◦ Γ(T )∗. Les carre´s late´raux sont commutatifs, les plongements de droite e´tant les foncteurs
“oubli de l’adjoint a` droite”.
Comme la co-unite´ ε : Φ(T ) ◦ Φ(T )♭ −→ Id de l’adjonction Φ(T ) : HC ⇄ HC,S : Φ(T )
♭ de
PDer est un isomorphisme, l’unite´ Φ˜(ε)∗ de l’adjonction induite (Φ(T )♭∗,Φ(T )∗) est un isomor-
phisme, ce qui fait du foncteur Φ(T )∗ : PDer(HC,S , Φ˜(M)) −→ PDer(HC , Φ˜(M)), et donc du
foncteur Φ(T )∗ : Derad(HC,S, Φ˜(M)) −→ Derad(HC , Φ˜(M)), un plongement. Par ailleurs, la pro-
position 2.2.8 indique que le foncteur Γ(T )∗ = T˜ ∗ : THQc(U(C)/S,M) −→ THQc(U(C),M) est
un plongement.
Le foncteur Φ(T )∗ ◦ Φ˜, isomorphe au plongement Φ˜ ◦Γ(T )∗, est donc lui-meˆme un plongement,
et comme Φ(T )∗ est e´galement un plongement, on a montre´ que Φ˜U(C)/S,M est pleinement fide`le.
Il reste a` ve´rifier que Φ˜U(C)/S,M est essentiellement surjectif. Soit G ∈ Derad(HC,S , Φ˜(M)).
Comme Φ˜U(C),M est une e´quivalence, il existe F ∈ModQ
c(U(C),M) et un 2-isomorphisme Φ(F ) ≃
Φ(T )∗(G). Le 2-isomorphisme
L(F ) = Φ(F )(e) ≃ G(e) ◦ Φ(T )(e) : Ho(U(C)) −→ Ho(U(C)/S) −→ Ho(M)
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montre que L(F ) envoie l’ensemble S dans les isomorphismes, ce qui assure l’existence d’un mor-
phisme F¯ ∈ModQc(U(C)/S,M) tel que T ∗(F¯ ) = F et donc Φ(T )∗(Φ˜(γF¯ )) ≃ Φ˜(F ) ≃ Φ(T )∗(G).
Comme Φ(T )∗ est un plongement, on a obtenu un morphisme γF¯ ∈ THQc(U(C)/S,M) et un
2-isomorphisme Φ˜(γF¯ ) ≃ G, de´montrant ainsi la surjectivite´ essentielle de Φ˜. 
3.4 De´rivateurs de petite pre´sentation
Dans cette section, on introduit les de´rivateurs de petite pre´sentation dans le but de de´duire
du the´ore`me 3.3.2 une bie´quivalence.
De´finition 3.4.1 Soit D un pre´de´rivateur. Une localisation de D est la donne´e d’une adjonction
F : D⇄ D′ : F ♭ de PDer dont la co-unite´ εF : F ◦ F ♭ → Id est un isomorphisme.
Il s’ave`re que la localisation pre´serve un certain nombre de proprie´te´.
Lemme 3.4.2 [C2, Lemme 4.2] Une localisation d’un de´rivateur est e´galement un de´rivateur. 
De´finition 3.4.3 Soit D un pre´de´rivateur. Une petite ge´ne´ration de D est la donne´e d’une petite
cate´gorie C ∈ Cat et d’une localisation HC ⇄ D. Une petite pre´sentation de D est la donne´e d’une
petite ge´ne´ration HC ⇄ D et d’un ensemble S de morphisme de HC(e) tels que les S-e´quivalences
co¨ıncident avec l’image inverse des isomorphismes par le foncteur HC(e)→ D(e). Le pre´de´rivateur
D est dit de petite pre´sentation s’il posse`de une petite pre´sentation.
Il de´coule du lemme 3.4.2 qu’un pre´de´rivateur de petite pre´sentation est ne´cessairement un
de´rivateur. L’exemple fondamental de petite pre´sentation est la localisation Φ(T ) : HC ⇄ HC,S :
Φ(T )♭ associe´ a` une petite cate´gorie C et a` un ensemble S de morphisme de HC(e).
On noteDerppad la sous-2-cate´gorie pleine deDerad constitue´e des de´rivateurs de petite pre´sentation.
Le the´ore`me 2.2.2 montre que le pseudo-foncteur Φ : ModQc −→ Derad est en fait a` valeur dans
Der
pp
ad.
The´ore`me 3.4.4 Le pseudo-foncteur Φ˜ : THQc −→ Derppad est une bie´quivalence.
De´monstration. Vu le the´ore`me 3.3.2, il reste a` ve´rifier que le pseudo-foncteur Φ˜ est 2-essentiellement
surjectif. Soit D ∈ Derppad. Soient C ∈ Cat, un ensemble S de morphisme de HC(e) et une loca-
lisation F : HC ⇄ D constituant une petite pre´sentation de D. De la localisation Φ(T ) : HC ⇄
HC,S : Φ(T )
♭, on tire deux morphismes F˜ : HC,S ⇄ D : F˜
♭ de Der de´finis par F˜ = F ◦ Φ(T )♭ et
F˜ ♭ = Φ(T ) ◦ F ♭. Le 2-morphisme compose´
Id
(εF )−1
∼ // FF ♭
FηΦ(T )F ♭
// FΦ(T )♭Φ(T )F ♭ = F˜ F˜ ♭
est un 2-isomorphisme. En effet, par l’axiome Der 2, il suffit de ve´rifier que FηΦ(T ) est un isomor-
phisme dans D(e), ce qui de´coule de ce que ηΦ(T ) est une S-e´quivalence, car Φ(T )(ηΦ(T )) est un
isomorphisme, via une identite´ triangulaire. De meˆme, le 2-morphisme compose´
Id
(εΦ(T ))−1
∼ // Φ(T )Φ(T )♭
Φ(T )ηFΦ(T )♭
// Φ(T )F ♭FΦ(T )♭ = F˜ ♭F˜
est un 2-isomorphisme, et on a ainsi obtenu une e´quivalence entre D et HC,S = Φ˜(U(C)/S). 
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A Quelques diagrammes
Dans cet appendice sont indique´s quelques diagrammes commutatifs auxquels font re´fe´rence
certaines de´monstrations des pages qui pre´ce`dent.
A.1 Le pseudo-foncteur Γ
Axiomes d’unite´
Id R˜♭2∗(FR1)
η2
Id
R˜♭2∗(FR1) //
η2
[R˜♭2∗(FR1)] ((R
RR
RRR
RR
RRR
RR
R˜♭2∗(IdR2)R˜
♭
2∗(FR1)
η2
[R˜♭2∗(Id R2)R˜♭2∗(FR1)]
(R˜♭2∗R˜2∗)
(
R˜♭2∗(FR1)
)
//
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
(R˜♭2∗R˜2∗)
(
R˜♭2∗(IdR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
R˜♭2∗(ε2(Id R2)R˜♭2∗(FR1))

R˜♭2∗
(
Id (R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
R˜♭2∗(Idε2(FR1))

R˜♭2∗(FR1) R˜
♭
2∗(IdFR1)
R˜♭2∗(FR1)Id
R˜♭2∗(FR1)η1Id //
η2
[R˜♭2∗(FR1)] ((Q
QQ
QQQ
QQ
QQ
QQQ
R˜♭2∗(FR1)R˜
♭
1∗(IdR1)
η2
[R˜♭2∗(FR1)R˜♭1∗(Id R1)]
(R˜♭2∗R˜2∗)
(
R˜♭2∗(FR1)
)
//
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
(R˜♭2∗R˜2∗)
(
R˜♭2∗(FR1)R˜
♭
1∗(IdR1)
)
R˜♭2∗(ε2(FR1)R˜♭1∗(IdR1))

R˜♭2∗
(
F (R˜2∗R˜
♭
2∗)(IdR1)
)
R˜♭2∗(Fε2(IdR1))

R˜♭2∗(FR1) R˜
♭
2∗(FIdR1)
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R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
η3
[R˜♭3∗(GR2)R˜♭2∗(FR1)]

η4
**UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UU
η4
[R˜♭4∗(HR3)R˜♭3∗(GR2)] // (R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
ε4HR3
η4

R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
ε3GR2
η4
R˜♭4∗(HGR2)R˜
♭
2∗(FR1)
η4
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
] η4
//
η3
[R˜♭3∗(GR2)R˜♭2∗(FR1)]
 VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
] ε4HR3
ε4

(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
]ε3GR2
ε4
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HGR2)R˜
♭
2∗(FR1)
]
ε4HGR2R˜♭4∗(HR3)(R˜♭3∗R˜3∗)
[
R˜♭3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
] η4
//
ε3GR2

(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)(R˜
♭
3∗R˜3∗)
(
R˜♭3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)]
ε3GR2

ε4HR3
**VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
R˜♭4∗
[
(R˜4∗R˜
♭
4∗)(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
]
η3
oo
ε4HR3
R˜♭4∗
(
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
η3
ttiiii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
ε3GR2
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
S
R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)]
ε3GR2
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U ε3[(R˜3∗R˜♭3∗)(GR2)R˜♭2∗(FR1)]
R˜♭4∗
(
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
ε3GR2
R˜♭4∗
(
HG(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
ε2FR1R˜♭4∗(HR3)R˜♭3∗
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
η4
//
ε2FR1

(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)]
ε4HR3
ε2FR1

R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)]
ε3
kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
ε2FR1
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GFR1) η4
[R˜♭4∗(HR3)R˜♭3∗(GFR1)]
// (R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GFR1)
]
ε4HR3
R˜♭4∗
(
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GFR1)
)
ε3GFR1
R˜♭4∗(HGFR1)
3
3
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
η3
[R˜♭3∗(GR2)R˜♭2∗(FR1)]
η4
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UU
η4
[R˜♭4∗(HR3)R˜♭3∗(GR2)]
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
ε4HR3 //
η4
R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
ε3GR2 //
η4

R˜♭4∗(HGR2)R˜
♭
2∗(FR1)
η4

(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
] η4
η3
[R˜♭3∗(GR2)R˜♭2∗(FR1)]
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
] ε4HR3 //
ε4
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
]
R˜♭2∗(FR1)
]ε3GR2 //
ε4

(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HGR2)R˜
♭
2∗(FR1)
]
ε4HGR2

R˜♭4∗(HR3)(R˜
♭
3∗R˜3∗)
[
R˜♭3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
] η4
ε3GR2
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)(R˜
♭
3∗R˜3∗)
(
R˜♭3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)]
ε3GR2
ε4HR3
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
R˜♭4∗
[
(R˜4∗R˜
♭
4∗)(HR3)R˜
♭
3∗(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
]
η3
ε4HR3 // R˜♭4∗
(
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
η3
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
i
ε3GR2
))SS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SSS
SS
R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)]
ε3GR2
**UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U ε3[(R˜3∗R˜♭3∗)(GR2)R˜♭2∗(FR1)]
// R˜♭4∗
(
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
ε3GR2
// R˜♭4∗
(
HG(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
ε2FR1

R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
η4
ε2FR1
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)]
ε4HR3
//
ε2FR1
R˜♭4∗
[
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)]
ε3
55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
ε2FR1

R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GFR1) η4
[R˜♭4∗(HR3)R˜♭3∗(GFR1)]
(R˜♭4∗R˜4∗)
[
R˜♭4∗(HR3)R˜
♭
3∗(GFR1)
]
ε4HR3
// R˜♭4∗
(
H(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GFR1)
)
ε3GFR1
// R˜♭4∗(HGFR1)
3
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A.2 Le pseudo-foncteur Φ˜
Axiomes d’unite´
Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
ηΦ(R2)
//
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
Φ(R2)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
uΦ //
εΦ(R2)

Φ(R2)Φ¯(Id)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
εΦ(R2)

Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
uΦ //
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
Φ(R2)Φ¯(Id)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
mΦ¯Id,F

Φ(R2)Φ¯(IdF )Φ(R1)
♯
Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
ηΦ(R1)
//
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
OO
Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯Φ(R1)Φ(R1)
♯
uΦ //
εΦ(R1)

Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯Φ(R1)Φ¯(Id)Φ(R1)
♯
εΦ(R1)

Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
uΦ //
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
Φ(R2)Φ¯(F )Φ¯(Id)Φ(R1)
♯
mΦ¯F,Id

Φ(R2)Φ¯(FId)Φ(R1)
♯
Axiome d’associativite´
Φ(R4)Φ¯(H)Φ(R3)
♯Φ(R3)Φ¯(G)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
εΦ(R2)//
εΦ(R3)

Φ(R4)Φ¯(H)Φ(R3)
♯Φ(R3)Φ¯(G)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
mΦ¯G,F //
εΦ(R3)

Φ(R4)Φ¯(H)Φ(R3)
♯Φ(R3)Φ¯(GF )Φ(R1)
♯
εΦ(R3)

Φ(R4)Φ¯(H)Φ¯(G)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
εΦ(R2)
//
mΦ¯H,G

Φ(R4)Φ¯(H)Φ¯(G)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
mΦ¯G,F
//
mΦ¯H,G

Φ(R4)Φ¯(H)Φ¯(GF )Φ(R1)
♯
mΦ¯H,GF

Φ(R4)Φ¯(HG)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯(F )Φ(R1)
♯
εΦ(R2)
// Φ(R4)Φ¯(HG)Φ¯(F )Φ(R1)♯
mΦ¯HG,F
// Φ(R4)Φ¯(HGF )Φ(R1)♯
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A.3 La transformation pseudo-naturelle α
Le 2-isomorphisme uΦ˜◦ΓM1 : Id
(
Φ˜◦Γ
)
(M1)
∼
−→
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(IdM1) est la compose´e :
Id
(Φ˜◦Γ)(M1)
∼
uΦ˜Γ(M1)
// Φ˜(IdΓ(M1))
∼
Φ˜(uΓM1)
// (Φ˜ ◦ Γ)(IdM1)
soit, en de´tail :
IdΦ(M1)
ηΦ(R1)

Φ(R1) ◦ Φ(R1)♯
Φ(R1)◦uΦM1◦Φ(R1)
♯

Φ(R1) ◦ Φ(IdM1) ◦ Φ(R1)
♯
Φ(R1)◦Φ¯
(
η1
IdM1
)
◦Φ(R1)
♯

Φ(R1) ◦ Φ¯
(
(R˜♭1∗ ◦ R˜1∗)(IdM1)
)
◦ Φ(R1)♯
Le 2-isomorphisme mΦ˜◦ΓG,F :
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(G) ◦
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(F )
∼
−→
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(G ◦ F ) est la compose´e :
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(G) ◦
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(F )
∼
mΦ˜Γ(G),Γ(F )
// Φ˜(Γ(G) ◦ Γ(F ))
∼
Φ˜(mΓG,F )
//
(
Φ˜ ◦ Γ
)
(G ◦ F )
soit, en de´tail :
Φ(R3) ◦ Φ¯
(
R˜♭3∗(G ◦R2)
)
◦ Φ(R2)♯ ◦Φ(R2) ◦ Φ¯
(
R˜♭2∗(F ◦R1)
)
◦ Φ(R1)♯
Φ(R3)◦Φ¯(R˜♭3∗(G◦R2))◦εΦ(R2)◦Φ¯(R˜♭2∗(F◦R1))◦Φ(R1)♯

Φ(R3) ◦ Φ¯
(
R˜♭3∗(G ◦R2)
)
◦ Φ¯
(
R˜♭2∗(F ◦R1)
)
◦ Φ(R1)♯
Φ(R3)◦mΦ¯
(R˜♭3∗(G◦R2),R˜♭2∗(F◦R1))
◦Φ(R1)
♯

Φ(R3) ◦ Φ¯
(
R˜♭3∗(G ◦R2) ◦ R˜
♭
2∗(F ◦R1)
)
◦ Φ(R1)♯
Φ(R3)◦Φ¯
(
η3
[R˜♭3∗(G◦R2)◦R˜♭2∗(F◦R1)]
)
◦Φ(R1)
♯

Φ(R3) ◦ Φ¯
(
(R˜♭3∗ ◦ R˜3∗)
[
R˜♭3∗(G ◦R2) ◦ R˜
♭
2∗(F ◦R1)
])
◦ Φ(R1)♯
Φ(R3)◦Φ¯(R˜♭3∗(ε3(G◦R2)◦R˜♭2∗(F◦R1)))◦Φ(R1)♯

Φ(R3) ◦ Φ¯
(
R˜♭3∗
[
G ◦ (R˜2∗ ◦ R˜♭2∗)(F ◦R1)
])
◦Φ(R1)♯
Φ(R3)◦Φ¯(R˜♭3∗(G◦ε2(F◦R1)))◦Φ(R1)♯

Φ(R3) ◦ Φ¯
(
R˜♭3∗(G ◦ F ◦R1)
)
◦ Φ(R1)♯
36
Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GR2)
)
Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯
R3,R˜
♭
3∗
(GR2)

εΦ(R2)// Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GR2)
)
Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯

mΦ¯ // Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GR2)(R˜
♭
2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯

Φ¯(η3)
Φ(R3)Φ¯
(
(R˜♭3∗R˜3∗)
[
R˜♭3∗(GR2)(R˜
♭
2∗(FR1)
])
Φ(R1)
♯
mΦ¯
ε3GR2
Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗
[
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
])
Φ(R1)
♯
mΦ¯
ε2FR1
Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GFR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
)
Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GR2)

εΦ(R2)// Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
)
Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GR2)

mΦ¯ // Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
Φ¯(R3η3)
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗R˜3∗)
[
R˜♭3∗(GR2)(R˜
♭
2∗(FR1)
])
Φ(R1)
♯
Φ¯
(
ε3
(R˜3∗R˜
♭
3∗
)(GR2)R˜
♭
2∗
(FR1)
)
ε3GR2
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)
[
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
])
Φ(R1)
♯
Φ¯
(
ε3
G(R˜2∗R˜
♭
2∗
)(FR1)
)
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
y
ε2FR1
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GFR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GFR1)
Φ(GR2)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(mΦG,R2 )
−1

εΦ(R2) // Φ(GR2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(mΦG,R2 )
−1
 XXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XX
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GR2 R˜♭2∗(FR1))
Φ(G)Φ(R2)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(ηΦ(R2))−1

εΦ(R2) // Φ(G)Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ
R2,R˜
♭
2∗
(FR1)
uukkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
k
mΦG,R2
// Φ(GR2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ
GR2,R˜
♭
2∗
(FR1)
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
Φ(G)Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ
R2,R˜
♭
2∗
(FR1)

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
Φ(G)Φ¯
(
(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε2FR1)

Φ¯
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(mΦ
G,(R˜2∗R˜
♭
2∗
)(FR1)
)−1
oo
Φ¯(Gε2FR1 )
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\
Φ(G)Φ(FR1)Φ(R1)
♯
(mΦF,R1 )
−1

mΦGF,R1
Φ(GFR1)Φ(R1)
♯
(mΦGF,R1 )
−1
Φ(G)Φ(F )Φ(R1)Φ(R1)
♯
(ηΦ(R1))−1

mΦG,F
Φ(GF )Φ(R1)Φ(R1)
♯
(ηΦ(R1))−1
Φ(G)Φ(F )
mΦG,F
Φ(GF )
3
7
Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GR2)
)
Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯
R3,R˜
♭
3∗
(GR2)
εΦ(R2)
Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GR2)
)
Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯
mΦ¯
Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GR2)(R˜
♭
2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯
Φ¯(η3)
// Φ(R3)Φ¯
(
(R˜♭3∗R˜3∗)
[
R˜♭3∗(GR2)(R˜
♭
2∗(FR1)
])
Φ(R1)
♯
mΦ¯

ε3GR2 // Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗
[
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
])
Φ(R1)
♯
mΦ¯

ε2FR1 // Φ(R3)Φ¯
(
R˜♭3∗(GFR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ¯

Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
)
Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GR2 )
εΦ(R2)
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)
)
Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GR2)
mΦ¯
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
Φ¯(R3η3)// Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗R˜3∗)
[
R˜♭3∗(GR2)(R˜
♭
2∗(FR1)
])
Φ(R1)
♯
Φ¯
(
ε3
(R˜3∗R˜
♭
3∗
)(GR2)R˜
♭
2∗
(FR1)
)

ε3GR2 // Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)
[
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
])
Φ(R1)
♯
Φ¯
(
ε3
G(R˜2∗R˜
♭
2∗
)(FR1)
)
||yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
y
ε2FR1 // Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GFR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GFR1 )

Φ(GR2)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(mΦG,R2 )
−1
εΦ(R2)
Φ(GR2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(mΦG,R2 )
−1
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XX
Φ¯
(
(R˜3∗R˜
♭
3∗)(GR2)R˜
♭
2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε3GR2 R˜♭2∗(FR1))

Φ(G)Φ(R2)Φ(R2)
♯Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(ηΦ(R2))−1
εΦ(R2)
Φ(G)Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ
R2,R˜
♭
2∗
(FR1)
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
kkk
k
mΦG,R2
Φ(GR2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ
GR2,R˜
♭
2∗
(FR1)
((RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
Φ(G)Φ(R2)Φ¯
(
R˜♭2∗(FR1)
)
Φ(R1)
♯
mΦ
R2,R˜
♭
2∗
(FR1)
eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
Φ(G)Φ¯
(
(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
Φ(R1)
♯
Φ¯(ε2FR1)
Φ¯
(
G(R˜2∗R˜
♭
2∗)(FR1)
)
Φ(R1)
♯
(mΦ
G,(R˜2∗R˜
♭
2∗
)(FR1)
)−1
Φ¯(Gε2FR1)
--\\\\\\\\\\
\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\
\\\\\\\\
\\\\\\\\
Φ(G)Φ(FR1)Φ(R1)
♯
(mΦF,R1 )
−1
mΦGF,R1
// Φ(GFR1)Φ(R1)♯
(mΦGF,R1 )
−1

Φ(G)Φ(F )Φ(R1)Φ(R1)
♯
(ηΦ(R1))−1
mΦG,F
// Φ(GF )Φ(R1)Φ(R1)♯
(ηΦ(R1))−1

Φ(G)Φ(F )
mΦG,F
// Φ(GF )
3
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A.4 La transformation pseudo-naturelle χ
On commence par ve´rifier l’axiome de composition de χ pour deux morphismes composables
F ∈ THQ†(M1,M2) et G ∈ THQ
†(M2,M3) tels que M1 = M
p
1 et M2 = M
p
2. Il existe F¯ ∈
ModQ†(Mp1,M
p
2) et G¯ ∈ModQ
†(Mp2,M
p
3) tels que F = γF¯ = Γ(F¯ ) et G = γG¯.
Par de´finition de λ
χ
, on a le diagramme commutatif :
χM3Ψ(G)
λ
χ
G

χM3Ψ(η3G)
∼
// χM3Ψ(R˜
♭
3∗R˜3∗(G))
λ
χ
Γ(R3G¯)

χM3Ψ(Γ(R3G¯))
λ
χ
R3G¯

Ψ′(G)χMp2
Ψ′(η3
G
)χ
M
p
2
∼ // Ψ′(R˜♭3∗R˜3∗(G))χMp2 Ψ
′(Γ(R3G¯))χMp2
Via l’ismorphisme η3G : G
∼
−→ (R˜♭3∗R˜3∗)(G) = Γ(R3 ◦ G¯), le pentagone
χM3Ψ(G)Ψ(F )
Id∗mΨG,F

λ
χ
G∗Id // Ψ′(G)χM2Ψ(F )
Id∗λ
χ
F // Ψ′(G)Ψ′(F )χM1
mΨ
′
G,F ∗Id

χM3Ψ(GF )
λ
χ
GF
// Ψ′(GF )χM1
est isomorphe au pentagone supe´rieur du diagramme
χM3Ψ(Γ(R3G¯))Ψ(Γ(F¯ ))
Id∗mΨ
Γ(R3G¯),Γ(F¯ )

λ
χ
Γ(R3G¯)
∗Id
// Ψ′(Γ(R3G¯))χM2Ψ(Γ(F¯ ))
Id∗λ
χ
Γ(F¯ ) // Ψ′(Γ(R3G¯))Ψ′(Γ(F¯ ))χM1
mΨ
′
Γ(R3G¯),Γ(F¯ )
∗Id

χM3Ψ(Γ(R3G¯)Γ(F¯ ))
Id∗Ψ(mΓ
R3G¯,F¯
)

λ
χ
Γ(R3G¯)Γ(F¯ )
// Ψ′(Γ(R3G¯)Γ(F¯ ))χM1
Ψ′(mΓ
R3G¯,F¯
)∗Id

χM3Ψ(Γ(R3G¯F¯ ))
λ
χ
Γ(R3G¯F¯ )
// Ψ′(Γ(R3G¯F¯ ))χM1
dont le carre´ infe´rieur est commutatif. Le pentagone externe n’est autre que le pentagone commu-
tatif correspondant a` l’axiome de composition de χ pour R3 ◦ G¯ et F¯ . On obtient ainsi l’axiome de
composition de χ pour deux morphismes composables de sources pre´sentables.
Le cas ge´ne´ral s’en de´duit par le diagramme des pages suivantes, ou` l’on utilise e´galement la
commutativite´ du pentagone suivant :
Ψ(G)Ψ(F )
mΨG,F //
Id∗ηΨ(R)∗Id

Id∗Ψ(ηRF ) ++WWWWW
WWWW
WWWW
WWWW
WWWW
Ψ(GF )
Ψ(GηRF )

Ψ(G)Ψ(RR−1F )
Id∗(mΨG,R)
−1

mΨ
G,RR−1F

Ψ(G)Ψ(RR−1)Ψ(F )
mΨ
G,RR−1,F **UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UU
Ψ(G)Ψ(R)Ψ(R−1)Ψ(F )
Id∗mΨR,R∗Id
33gggggggggggggggggggg
mΨG,R∗m
Ψ
R−1,F
// Ψ(GR)Ψ(R−1F )
mΨ
GR,R−1F
// Ψ(GRR−1F )
39
χM3
Ψ(G)Ψ(F )
ηΨΓ(R2)

ηΨΓ(R1) ++XXXXXX
XXXX
XXXX
XXXX
XXXX
X
mΨG,F
χM3
Ψ(GF )
ηΨΓ(R1)
χM3
Ψ(G)Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)
♯)
ηΨΓ(R2)

mΨG,F
χM3
Ψ(GF )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)
♯)
ηΓ(R2)
gggg
gggg
gggg
gggg
gggg
g
mΨGF Γ(R1)♯
χM3
Ψ(G)ΨΓ(R2)Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )
mΨ
G,Γ(R2)

ηΨΓ(R1)
// χM3Ψ(G)ΨΓ(R2)Ψ(Γ(R2)♯)Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)♯)
mΨ
G,Γ(R2)

mΨ∗mΨ// χM3Ψ(GΓ(R2))Ψ(Γ(R2)♯F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)♯)
mΨ
Γ(R2)
♯F,Γ(R1)

mΨ
GΓ(R2),Γ(R2)
♯F
χM3
Ψ(GΓ(R2)Γ(R2)
♯F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)
♯)
mΨ
GΓ(R2)Γ(R2)
♯F,Γ(R1)
χM3
Ψ(GFΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)
ηΓ(R2)
ggg
gggg
gggg
ggg
gggg
ggg
λ
χ
GFΓ(R1)
χM3
Ψ(GΓ(R2))Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )
λ
χ
GΓ(R2)

ηΨΓ(R1)
// χM3Ψ(GΓ(R2))Ψ(Γ(R2)♯)Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)♯)
λ
χ
GΓ(R2)

mΨ // χM3Ψ(GΓ(R2))Ψ(Γ(R2)♯FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)♯)
λ
χ
GΓ(R2)

mΨ
GΓ(R2),Γ(R2)
♯FΓ(R1)
χM3
Ψ(GΓ(R2)Γ(R2)
♯FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)
λ
χ
GΓ(R2)Γ(R2)
♯FΓ(R1)
Ψ′(GFΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
ηΓ(R2)
ggg
ggg
ggg
ggg
ggg
ggg
g
Ψ′(GΓ(R2))χM
p
2
Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )
(
mΨ
′
G,Γ(R2)
)−1

ηΨΓ(R1)
// Ψ′(GΓ(R2))χMp
2
Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)
♯)
(
mΨ
′
G,Γ(R2)
)−1

mΨ // Ψ′(GΓ(R2))χMp
2
Ψ(Γ(R2)
♯FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)
(
mΨ
′
G,Γ(R2)
)−1

λ
χ
// Ψ′(GΓ(R2))Ψ′(Γ(R2)♯FΓ(R1))χMp
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
(
mΨ
′
G,Γ(R2)
)−1

mΨ
′
Ψ′(GΓ(R2)Γ(R2)
♯FΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
(
mΨ
′
)−1
Ψ′(G)Ψ′Γ(R2)χM
p
2
Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )(
λ
χ
Γ(R2)
)
−1

ηΨΓ(R1)
// Ψ′(G)Ψ′Γ(R2)χMp
2
Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)
♯)(
λ
χ
Γ(R2)
)
−1

mΨ // Ψ′(G)Ψ′Γ(R2)χMp
2
Ψ(Γ(R2)
♯FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)(
λ
χ
Γ(R2)
)
−1

λ
χ
// Ψ′(G)Ψ′Γ(R2)Ψ′(Γ(R2)♯FΓ(R1))χMp
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
mΨ
′
Ψ′(G)Ψ′(Γ(R2)Γ(R2)
♯FΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
Ψ′(G)χM2
ΨΓ(R2)Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(F )(
ηΨΓ(R2)
)−1

ηΨΓ(R1)
// Ψ′(G)χM2ΨΓ(R2)Ψ(Γ(R2)♯)Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)♯)
mΨ
F,Γ(R1)

(
ηΨΓ(R2)
)−1
{{
mΨ // Ψ′(G)χM2ΨΓ(R2)Ψ(Γ(R2)♯FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)♯)
mΨ

Ψ′(G)χM2
Ψ(F )
ηΨΓ(R1)

Ψ′(G)χM2
ΨΓ(R2)Ψ(Γ(R2)
♯)Ψ(FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)
(
ηΨΓ(R2)
)−1
wwnnn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
mΨ // Ψ′(G)χM2Ψ(Γ(R2)Γ(R2)♯FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)♯)
λ
χ
Γ(R2)Γ(R2)
♯FΓ(R1)
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
Ψ′(G)χM2
Ψ(F )ΨΓ(R1)Ψ(Γ(R1)
♯)
mΨ
F,Γ(R1)

Ψ′(G)Ψ′(FΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
Ψ′
(
GηΓ(R2)
)
[[[[[[[
[[[[[[[
[[[[[[[
[[[[[[[
[[[[[[[
[[[[[[[
[[[[[[
Ψ′
(
ηΓ(R2)
)
uΨ
′
Ψ′
(
ηΓ(R2)FΓ(R1)
)
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
Ψ′(G)Ψ′(Γ(R2Γ(R2)
♯)Ψ′(FΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
mΨ
′
G,Γ(R2)Γ(R2)
♯
mΨ
′
Γ(R2)Γ(R2)
♯,FΓ(R1)
Ψ′(G)χM2
Ψ(FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)
λ
χ
FΓ(R1)

Ψ′
(
GηΓ(R2)
) //
λ
χ
FΓ(R1)
11ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc
Ψ
(
ηΓ(R2)FΓ(R1)
)
33fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
Ψ′(GΓ(R2)Γ(R2)
♯)χM2
Ψ′(FΓ(R1))Ψ(Γ(R1)
♯)
λ
χ
FΓ(R1)
Ψ′(GΓ(R2)Γ(R2)
♯)Ψ′(FΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
mΨ
′
GΓ(R2)Γ(R2)
♯,FΓ(R1)
Ψ′(G)Ψ′(FΓ(R1))χM
p
1
Ψ(Γ(R1)
♯)
(
mΨ
F,Γ(R1)
)−1

mΨ
′
G,FΓ(R1)
Ψ′
(
GηΓ(R2)
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